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NOS PEDIDOS TELEGRÁFICOS BASTA CITAR O CÓDIGO ADRM 1021 A 


PREFÁCIO 


O presente texto corresponde, de alguma maneira, a uma 
idealização do curso de Teoria dos Números (60 h/a) que tive- 
mos ocasião de ministrar algumas vezes na graduação em Ma- 
temática da Unesp, campus de São José do Rio Preto. Imagi- 
namos um curso com carga horária maior, no qual a aritmética 
fosse desenvolvida inicialmente para os números naturais e de- 
pois estendida para os inteiros, em sintonia com sua evolução 
histórica. E, aproveitando o material teórico assim criado, 
construir ao fim a teoria da representação decimal dos números 
reais. 
O capítulo I é uma introdução histórica à aritmética, ob- 
viamente despretensiosa. Acreditamos que se justifique tal ca- 
pítulo não só pela proposta do livro mas também pelas ligações 
quase orgânicas entre as origens da matemática e da aritméti- 
ca. A teoria dos números propriamente dita, objeto central do 
texto, figura nos capítulos II e HI, mas não ultrapassa o âmbito 
do elementar e do básico sobre o assunto. O estudo da forma 
decimal aparece nos capítulos IV e V sobre números racionais 
e reais, respectivamente. 

Ao longo de todos os capítulos houve a preocupação de 
tornar o texto auto-suficiente. Com esse objetivo, fomos desde 
a construção dos campos numéricos até alguns detalhes sobre 
convergência no corpo ordenado dos números reais. Mas, para 
não tornar o texto demasiadamente pesado, no que se refere a 
estes aspectos às vezes omitimos justificativas e às vezes recor- 
remos à intuição geométrica. 

Assim, esperamos apresentar um texto que seja útil, espe- 
cialmente sob o aspecto didático, para professores e estudantes 
de matemática (inclusive em nível do segundo grau). Aliás, 
uma outra preocupação nossa foi explicar o porquê de certos 
procedimentos e algoritmos usados desde muito cedo no ensino 
da matemática mas de uma maneira puramente mecânica. 


E não poderíamos encerrar sem o registro de nossos agra- 
decimentos especiais: aos editores, em particular ao Prof. Gel- 
son lezzi, pela confiança demonstrada no convite para redigir- 
mos este trabalho; à Prof? Ermínia de Lourdes Campello Fan- 
ti, pela atenciosa leitura que fez da primeira redação dos capí- 
tulos II a V (teoria) e pelas oportunas sugestões então apresen- 
tadas. 


O autor 


Dedicado a meus filhos: 


Renata 
Regina 
Renan 
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CAPÍTULO | 


NÚMEROS, SISTEMAS DE 
NUMERAÇÃO; 
INTRODUÇÃO HISTÓRICA 


1. Origens 


Em algum momento da história a Aritmética tem início com o homem 
começando a contar e, por consequência, a associar números (ainda que im- 
plicitamente) a coleções de objetos.e seres que o rodeavam. Mas quando, onde 
e mesmo de que maneira, são indagações para cuja resposta não há como fugir 
a hipóteses e conjecturas. 

Na verdade é difícil imaginar que alguma civilização de antepassados 
nossos, mesmo a mais primitiva, não tivesse entre seus valores culturais, não 
importa quão limitados fossem estes, pelo menos o embrião da idéia dc núme- 
ro. Discernir entre ur. e dois, por exemplo, é algo que mesmo culturas muito 
atrasadas com certeza conseguiram atingir, Essa impressão, aliás, é confirma- 
da pela antropologia, através do estudo de culturas primitivas que rernanesce- 
ram até nossa época. Como algumas tribos aborígines da Austrália capazes 
apenas de contar até dois, quantificando qualquer coleção com mais de um 
par de elementos simplesmente por “muitos”. 

Assim é que nossos antepassados, talvez há uns 30 000 anos, começaram 
a se preocupar com o registro quantitativo de entes e coisas ligados à sua vida 
tribal: os familiares, cabeças de gado, dias que se passaram desde um certo 
evento, etc. E de que procedimento lançaram mão para levar a efeito esse re- 
gistro? É bastante provável que isso fosse feito através da idéia de correspon- 
dência biunívoca. Ou seja, a cada elemento do conjunto a ser quantificado 
associava-se uma marca ou algum elemento de outro conjunto (mais fácil de 
ter junto a si e de manipular), o qual passava então a servir de referência. 

Por exemplo, os dedos das mãos e, se necessário, os dos pés, poderiam 
ser usados sem dificuldades para indicação de quantos membros tinha uma fa- 
mília. Mas caso se tratasse de um clã ou de um rebanho, a coleção de todos os 
dedos de um indivíduo poderia ser insuficiente. Para conferir um rebanho, 
nas suas idas e vindas do pastoreio, um expediente bastante provável consisti- 
ria em formar um monte de pedrinhas, uma para cada cabeça de gado que 
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saía de manhã; e no seu regresso, ao fim da tarde, uma pedrinha seria retirada 
do monte para cada animal que voltasse. Mas é claro que também um monte 
de pedras está muito longe do ideal para um registro quantitativo. 

Em 1937 Karl Absolom encontrou na Tchecoslováquia uma tíbia de 
lobo de aproximadamente 7 polegadas de comprimento, datando de cerca de 
30 000 anos, na qual estão gravados 55 cortes transversais, em grupos de 5, 
sendo que os 25 primeiros se acham separados dos demais por um par de cor- 
tes maiores. 

É claro que não seria improcedente conjecturar que cada um dos cortes 
corresponde a algum objeto ou ser de um conjunto, familiar ao homem pré- 
histórico que os fez, visando a ter dele uma avaliação quantitativa. A cada ele- 
mento da coleção (de peles, parentes ou cabeças de gado, por exemplo) era 
feito um único corte sobre o osso. Essa é uma outra forma do uso da idéia de 
correspondência biunívoca. 

E como explicar a divisão dos cortes em grupos de 5 e, depois, uma divi- 
são maior a fim de formar de 5 grupos de 5 cortes um grupo maior? É razoável 
supor que por trás desse fato esteja também o embrião de outra das idéias fun- 
damentais da Matemática, ou seja, a de base de um sistema de numeração — 
no caso base 5. 

Assim, cada cinco unidades simples formavam uma unidade de ordem 
imediatamente superior e cinco destas últimas formavam uma unidade da or- 
dem seguinte, Se essa cra a idéia usada, sem dúvida estaríamos diante de um 


exemplo de emprego da base 5. Mas é claro que apenas esse achado arqueoló- ` 


gico, apesar de sua importância, não permite nenhuma conclusão definitiva. 

A evolução do conceito de contagem e de número, a partir dessa fase, foi 
muito lenta e em etapas difíceis de determinar. Por exemplo, o que teria vindo 
primeiro: o uso de símbolos gráficos ou o uso de arranjos de sons para desig- 
nar um número? A hipótese mais plausível, até pelas dificuldades subjacentes 
a cada um desses avanços, é a de que primeiro teriam surgido os símbolos. De 
qualquer maneira pode ter ocorrido a princípio que um mesmo símbolo ou o 
mesmo arranjo de sons designasse indistintamente, por exemplo, ““dez carnei- 
ros"! e “dez cabras”. Só bem depois, talvez, é que foram surgindo símbolos 
ou arranjos de sons distintos para cada uma dessas situações. 

Em todo o caso, a culminância desse processo, diga-se de passagem bas- 
tante recente na história do homem, é a dos números como abstrações, em que 
os símbolos e arranjos de sons usados para indicá-los passam a ter um signifi- 
cado que independe de qualquer possível associação com particulares coleções 
de objetos ou seres. Hoje, por exemplo, a simples enunciação de “dez” já 
desperta em quem a ouve ou lê uma idéia quantitativa muito clara que não de- 
pende de qualquer outra referência. 

As primeiras culturas a usar símbolos especiais para designar números 
localizaram-se junto aos vales dos rios Nilo, Tigre e Eufrates, Indo e Yangtse 
Kiang (China) e remontam a cerca de 6 000 anos. 
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2. Sistemas de numeração 


Se dois conjuntos finitos e não vazios podem ser colocados em correspon- 
dência biunívoca, ou seja, se a cada elemento do primeiro é possível associar, de 
alguma maneira, um único elemento do segundo, e vice-versa, então há entre 
esses conjuntos, sob o aspecto quantitativo, algo em comum, Diz-se que am- 
bos têm o mesmo número de elementos ou a mesma cardinalidade. Os símbolos 
usados para indicar os números chamam-se numerais. 

Com o desenvolvimento de uma sociedade vai-se tornando necessário 
contar conjuntos cada vez mais numerosos, efetuar cálculos, o que ficaria 
muito difícil sem uma sistematização do processo de contagem e, paralela- 
mente, do procedimento para escrever os números, O expediente de que o ho- 
mem fez uso nesse sentido, desde tempos imemoriais, foi, como já menciona- 
mos de passagem, a escolha de uma base para formar grupos de elementos. 

Esquematicamente, a idéia de base pode assim ser explicada: um certo 
número natural b > 1 é escolhido como base; isso significa que um agrupa- 
mento de b unidades simples (de primeira ordem) forma uma unidade de se- 
gunda ordem, um agrupamento de b unidades de segunda ordem forma uma 
unidade de terceira ordem, e assim por diante (no nosso sistema, por exemplo, 
dez unidades formam uma dezena, dez dezenas uma centena, dez centenas um 
milhar, etc.); são atribuídos nomes e símbolos especiais para 1, 2, ..., b (ou 
9,1,2,...,b — 1,seo zero étonhecido) e, às vezes, para b°, b’, ...; os nomes 
s símbolos para os demais números são construídos a partir daqueles já intro- 
duzidos, mediante regras convenientes. 

Por que esta ou aqueia base? Certamente isso depende, de algum modo, 
do conjunto tomado como referência em relação ao qual todos os demais são 
avaliados. A propósito dos sistemas de base 10 (como o que usamos, por exem- 
plo, Aristóteles observou que essa escolha decorre do acidente anatômico de 
termos dez dedos nas mãos. É curioso observar que o vocábulo dígito, hoje 
usado para indicar qualquer dos algarismos de O a 9, é originário do termo la- 
tino digitos, que significa dedo. 


3. Alguns sistemas de numeração 


ġ ?) Os egípcios desenvolveram um sistema de numeração hicroglífico de base 


10 há cerca de 5 000 anos. Esse sistema usava símbolos diferentes para os 
números 1, 10, 102, 105, ... 


1=| 1000 - É 
w=n  1000= 


100= E 


(flor de lótus) 


(dedo com a ponta curvada) 
100000 ==> (girino) 


b) 


A escrita de um número se baseava no princípio da adição dos valores dos 
símbolos (princípio aditivo). Por exemplo: 


Mais ou menos na mesma época em que os egípcios desenvolveram seu sis- 
tema de numeração hieroglífico, surgia na Mesopotâmia um sistema com a 
mesma estrutura que o nosso atual — porém de base 60. Tal como o que 
usamos hoje em dia, esse sistema cra posicional, ou seja, o valor dos símbo- 
los usados dependia de sua posição na escrita do número, o que explicare- 
mos em pouco. 

Mas por que base 60? Não há uma resposta taxativa a essa pergunta mas, 
provavelmente, essa escolha foi conseqüència do fato de 60 unidades admi- 
tirem várias subdivisões: em metades, terços, quartos, quintos, sextos, dé- 
cimos, doze avos, quinze avos, vigésimos e trigésimos. Isso era muito im- 
portante numa região onde a Matemática estava fortemente ligada a ativi- 
dades comerciais. 

Contudo o sistema de numeração babilônico (como costuma scr chamado) 
era incompleto na medida em que usava dois símbolos apenas: 


1=7 c {<-10 


Assim, até o número 59 era um sistema aditivo. Por exemplo: 


sH aK 


Daí para a frente entrava a idéia de base 60 e o princípio posicional. Por 


y< YYY =3 +11- 60+ 1- 60?= 4 263 


Ou seja, o = por ocupar a primeira posição (da direita para 2 es- 

querda), valia efetivamente 3; o «|, por ocupar a segunda posição, valia 
1.60 = 680; oY, por ocupar a terceira posição, valia 1 - 60º = 3 600. 

O fato de não haver um símbolo para indicar o zero, além de a escrita ba- 

bilônica ser feita em plaquetas de argila, não raro tornava ambígua a leitu- 

ra de um numeral. Por exemplo: ! ' 

tanto podia representar o 2, como 61 ou 120, além de outros números. 


exemplo: 


c) Os gregos antigos usaram dois sistemas de numeração. O mais recente, o 
jônico, era também um sistema de base 10, aditivo, mas com algumas par- 
ticularidades interessantes. Os símbolos do sistema eram 27: as 24 letras do 
alfabeto grego e mais 3 letras em desuso. Os gregos também não trabalha- 
vam com o zero. Os valores eram associados às letras da seguinte maneira: 


Es 2=8; 
t; 20 =x; 30 
TE o; 200 = 0; 300 


Nesse quadro as letras em desuso eram 9 (koppa), Jx(sampi) e € (vaù) = 6. 
Com esses símbolos e mais o uso de um acento, como explicaremos a se- 
guir, era possível expressar qualquer número inferior a 10 000 com quatro 
letras apenas (uma eventualmente acentuada), o que não deixa de ser uma 
vantagem. 

Por exemplo: 


12=18;23=x;382= mB 


Para os nove primeiros múltiplos de 1 000 utilizavam as nove primeiras le- 
tras da tabela anterior precedidas de um acento, como no exemplo a seguir: 


“9 = 9 000; ‘Boy = 9 213 


E quando se tratava de escrever os números a partir de 10 000 usavam o 
princípio da multiplicação, colocando sobre a letra maiúscula M (mu) ou à 
sua direita os símbolos convenientes de 1 a 9 999. Por exemplo: 


y a 
M = 30 000; M = 1 300 000 


a sistema como o jônico é chamado às vezes de sistema de numeração ci- 
rado. 


d) O sistema de numeração romano (ainda com alguns usos hoje em dia) é 
também decimal aditivo. Os símbolos para 1, 10, 10° e 10° são, respectiva- 
mente, I, X, C e M. Mas há também símbolos especiais para 5 = V, 
50 = L e 500 = D, o que torna mais breve a expressão de um número. Por 
exemplo, ao invés de justapor sete vezes o símbolo I para indicar o 7 , basta 
escrever VII. Também por uma questão de brevidade o sistema incorpo- 
rou, ao longo do tempo, um princípio subtrativo: 


IV=5-1;IX=10-1:XC= 100 — 10; CM = 1 000 — 100 


Assim, se um romano da época de Cristo escrevia Na expressão (a, a,_ı -.. a, ap) Os símbolos ap, à, ..., a, representam 


respectivamente as unidades de primeira, segunda, ..., (r — I)-ésima 


e) 


1 989 = MDCCCCLXXXVIIII 
já pelos fins da idade média o mais comum era 


1989 = MCMLXXXIX 


O uso da base 2 é comum hoje em computação eletrônica. Mas o que é 
uma opção técnica dos nossos dias foi prática espontânea de muitos povos. 
Algumas dezenas de tribos de índios norte-americanos, por exemplo, ado- 
tavam a base 2. 

Uma delas, do oeste americano do século passado, embora sem possuir 
uma linguagem escrita, e embora discernindo os números apenas até o 
seis, contava da seguinte maneira: 1, “urapun”; 2, “okosa”; 3, “okosa- 
urapun”; 4, “okosa-okosa"; 5, ““okosa-okosa-urapun”"; 6, ““okosa-okosa- 
okosa”; mais do que 6, “ras”. O número 5, por exemplo, pode ser de- 
composto da seguinte maneira: 


©? £ . 


okosa-okosa 


i urapun 
t 4 
unidades unidades unidades 
de de de 
3? ordem 22 ordem 12 ordem 
(uma) (nenhuma) (uma) 


No capítulo II (item 5) mostraremos que, uma vez escolhido um número 
natural b > 1, todo número natural a pode ser representado, de mancita 
única, do seguinte modo: 


asab'+a-cab'oi+...+ab+ao 


onde r > Oe 0 <a a; ..., a, < b. Em virtude desse fato, a correspon- 
dência que associa a cada número natural a a sequência (a, a,_; ... a, ag), € 
bijetora, o que permite representar o número através da seqūência. 

Essa notação, e os elementos teóricos em que se baseia, caracterizam o que 
se chama sistema de numeração posicional. Para escrever qualquer número são 
necessários b símbolos, um para o zero, outro para a unidade, outro para 
duas unidades, ..., e um para b — 1 unidades. Esses símbolos são chama- 
dos dígitos. 


ordem. Na verdade o valor de a, é a;b, o de à; é a,b’, etc. 
No caso da base 10 (nosso sistema de numeração) omitem-se os parênteses 
e o índice. Os dígitos, como se sabe, são 0, 1, 2,..., 9. Por exemplo: 


179 


9+7:10+41-10º 


4. O nascimento da teoria dos números 


4.1 Antecedentes 


No item anterior focalizamos o sistema de numeração hieroglífico egip- 
cio ¢ o sistema de numeração usado na Mesopotâmia. É interessante observar 
que tanto os egípcios como os babitônios construíram, ao longo de sua histó- 
ria, um acervo matemático significativo. Desenvolveram a aritmética, a geo- 
metria e a álgebra, até um certo ponto. Mas essa matemática, apesar de sufi- 
ciente para cmbasar algumas realizações materiais importantes desses povos, € 
apesar de exibir alguns vislumbres teóricos, tinha limitações sérias sob o ponto 
de vista científico. 

De um lado porque a matemática desses povos pouco passava de uma 
coleção de conclusões empíricas a que chegaram ao longo dos séculos. E sendo 
quase um receituário, não se cogitava de conceitos teóricos e muito menos de 
possíveis deduções lógicas. Outro ponto que obstava seriamente o desenvolvi- 
mento da matemática de egípcios e babilônios era sua quase total ausência de 
abstração. No caso de números e operações numéricas, se pensavam abstrata- 
mente talvez nem se dessem conta disso. Mas cm geometria, por exemplo, 
para cles com certeza uma reta não passava de uma corda esticada e um retân- 
gulo nada mais era do que uma cerca ou algo equivalente. Em que pesem suas 
rafzes empíricas e sua múltipla aplicabilidade, a Matemática é uma ciência de- 
dutiva e, portanto, só como tal pode se desenvolver plenamente. 

Mas uma nova atitude cm relação à Matemática teria lugar na Grécia 
Antiga, mais ou menos a partir do século VI a.C. Na verdade os gregos muda- 
ram a relação do homem com o universo à medida que, embora sem desprezar 
totalmente a observação e a experimentação, passaram a adotar a razão como 
O grande instrumento na busca da verdade. No que tange à Matemática, essa 
postura se consubstanciou na grande ênfase dada ao método dedutivo a partir 
de axiomas enunciados a priori. Outro ponto importante é que a primeira fase 
da matemática grega, que vai mais ou menos do século VI a.C. à morte de 
Alexandre, o Grande, em 323 a.C., se desenvolveu junto a escolas filosóficas, 
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resultando daí algumas de suas diretrizes básicas como, por exemplo, a orga- 
nização lógica e o caráter abstrato de que se revestiu. 

O primeiro matemático grego de nomeada foi Tales de Mileto (séc, 
VI a.C.) também filósofo. Pouco se sabe sobre a vida e a obra de Tales, mas 
não foi com ele ainda que a matemática grega atingiu o caráter abstrato e o ri- 
gor lógico que vieram a caracterizá-la. Talvez tenha sido ele o primeiro indiví- 
duo na história a formular algumas propriedades gerais sobre figuras geomé- 
tricas. Por exemplo: “Os ângulos da base de um triângulo isósceles são iguais 
entre si”. Com formulações como essa, desvinculadas de exemplos concretos, 
começa a nascer a geometria como ciência. 


42 A escola pitagórica 


Pitágoras nasceu na ilha de Samos por volta do ano 560 a.C. Quando 
jovem visitou demoradamente o Egito, a Índia e a Mesopotâmia, onde, a par 
da Matemática, certamente absorveu muito do misticismo desses lugares. 

Com cerca de 40 anos de idade fixou-se em Crotona, colônia grega si- 
tuada ao sul da Itália, e lá fundou um misto de escola e comunidade religiosa 
em que coexistiam o cultivo da Filosofia, da Ciência e da Matemática, com a 
devoção e o ascetismo, em meio a uma vida comunitária e mística. Os ensina- 
mentos eram transmitidos oralmente e sob promessa de segredo (é possível 
que não houvesse essa exigência com relação à Matemática). Era norma da 
escola atribuir todas as descobertas realizadas por seus membros ao chefe — 
daí não se poder discernir hoje entre às contribuições de Pitágoras e as de seus 
discípulos ou seguidores. De qualquer maneira nenhum documento original 
restou sobre a matemática pitagórica que, apesar de toda a influência que 
exerceu, só é conhecida através de fontes indiretas, referências ou informações 
esparsas. 

Com o tempo a ordem pitagórica acabou se envolvendo na política local, 
o que provocou a expulsão de seu líder da cidade de Crotona. Pitágoras en- 
controu refúgio em Metaponto, cidade grega situada no golfo de Tarento, 
também na Itália, onde morreu no ano 497 a.C. Mas a escala continuou a 
existir por pelo menos mais dois séculos e, dentre os sucessores de Pitágoras, 
os mais preeminentes foram Filolaus (450-365 a.C.) e Arquitas de Tarento 
(428-347 a.C.). Foi através de um livro escrito por Filolaus que as doutrinas 
pitagóricas foram reveladas, quebrando o silêncio e o mistério de cerca de um 
século que havia em torno delas. Platão (428-328 a.C.), que inclusive foi ami- 
go de Arquitas, teve acesso à obra de Filolaus. Dessa forma, e também através 
dos sofistas, a matemática pitagórica entrou em Atenas, onde exerceu grande 
influência. 


A atitude de tentar explicar o universo racionalmente (o que não signi- 
fica necessariamente de mancira correta) começou com os gregos. Para Tales, 


por exemplo, a água era o princípio fundamental de todas as coisas. Os pitagó- 
ricos encontraram nos números (para eles apenas os naturais não nulos) e nas 
relações numéricas a chave para a explicação do universo. Aristóteles (384-322 
a.C.) afirma, em sua Metafísica, que para os pitagóricos os números eram a 
componente última dos objetos reais e materiais. Fatos percebidos por eles, co- 
mo as ligações da Matemática com a astronomia e a música, por exemplo, de- 
vem tê-los levado a tal concepção. 

Mas deve-se levar em conta que para os primeiros pitagóricos os núme- 
ros certamente não cram entes abstratos, como os concebemos hoje. Nessa 
primeira fasc com certeza os imaginavam concretamente, de alguma maneira 
constituídos de pontos materiais — o que explica, pelo menos em parte, a po- 
sição que ocupavam em sua filosofia. 

Isso contudo deve ter mudado com o correr do tempo. Segundo Proclus 
(410-485 d.C.) em seu Comentário ao livro primeiro dos Elementos, de Euclides 
— muito provavelmente baseado numa “história” da Matemática de Eude- 
mo de Rodes (séc. IV a.C.), uma obra que se perdeu de então para cá —, a 
matemática pura foi uma criação dos pitagóricos; o que é bem provável. 


4.3 A aritmética pitagórica Ro 


Não resta dúvida que os pitagóricos viam o papel dos números no mun- 
do de uma maneira muito especial, Daí não ser surpresa que a aritmética teó- 
rica tenha nascido entre eles. Como a escola tratava a matemática de maneira 
muito filosófica e abstrata, desvinculada das exigências da vida prática, era 
natural que separassem o estudo teórico dos números, que chamavam ““arit- 
mética””, dos cálculos práticos, que denominavam “logística”, preocupando- 
se essencialmente apenas com o primeiro desses aspectos. É curioso observar 
que hoje em dia, entre nós, a chamada aritmética corresponde muitas vezes à 
logística dos gregos antigos. Mas o termo aritmética vem do grego e suas raí- 
zes são as seguintes: aritâmos, que significa número, € technes, que se traduz por 
ciência. 

Aos pitagóricos se deve a distinção entre números pares e ímpares. Os 
seguintes teoremas, entre outros, eram conhecidos por eles: 


a) A soma de dois números pares é par. 

b) O produto de dois números ímpares é ímpar. 

c} Quando um número ímpar divide um número par, também divide sua 
metade. 


Muita coisa da matemática pitagórica foi reunida nos Elementos, de 
Euclides (c. 300 a.G.), uma obra em treze livros, abarcando a Matemática 
elementar da época. Os livras VII, VIII e IX são exatamente sobre aritmética 
teórica, porém, como era praxe entre os gregos da época, o enfoque e a lingua- 
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gem são geométricos. Por exemplo, a definição 5 do livro VII diz o seguinte: 
“Um número é parte de outro, o menor do maior, quando ele mede o 
maior”, Era assim que Euclides expressava que um número era divisor de um 
outro (maior que ele). 

Dividiam também os números em primos e secundários (compostos). A de- 
finição 11 do livro VII citado é a seguinte: “Um número primo é aquele que é 
mensurável apenas pela unidade". Mensurável aí, obviamente, significa divi- 
sível. Nessas condições o próprio 1 poderia ser considerado primo não fosse ele 
excluído do rol dos números (naturais, não nulos), por ser o gerador de todos. 
Mesmo o 2 às vezes não era considerado primo, por ser o gerador dos pares. 
Mas Aristóteles dizia que o 2 é “ʻo único número par primo”. 

Outro conceito que também aparece nos Elementos e que provavelmente 
remonta aos pitagóricos é o de número perfeito: “Número perfeito é aquele que é 
igual à soma de suas partes”. Por exemplo, 6 é perfeito pois 6 = 1 + 2 + 3. 
Note-se que eles interpretavam ““parte”” de um número como um divisor pró- 
brio do número, isto é, um divisor diferente do próprio número. O número 28 
também é perfeito já que 28 = 1 +2 + 4+ 7 + 14. No capítulo II (item 9.2) 
voltaremos ao assunto com mais detalhes. 

Também se atribui aos pitagóricos a descoberta dos números amigáveis. 
Dois números se dizem amigáveis se cada um deles é a soma dos divisores pró- 
prios do outro, como ocorre com 220 e 284, pois: 


soma dos divisores próprios de 220 = 1 +2 4+4+5+104+114+20+224 
+44 4554 110 = 984 


e 
soma dos divisores próprios de 284 = 1 +2+4+ 71 + 142 = 220 


44 Os números figurados 


Na época de Pitágoras ainda se contava através do uso de pedrinhas ou 
de marcas de pontos na areia. Por outro lado eram os pitagóricos observadores 
atentos de formas geométricas. Daí porque, talvez, tiveram sua atenção cha- 
mada para os números figurados. Estes, como diz o próprio nome, resultam de 
arranjos com pontos ou pedrinhas de maneira a formar figuras geométricas. 

Assim, os números 1, 3, 6, 10, ... são chamados triangulares porque cor- 
respondem à distribuição de pedrinhas num plano na forma de triângulos, do 
seguinte modo: 
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Se indicarmos por T, o enésimo número triangular, vale a fórmula: 


T, 1424. tne} n+) 


Os números que resultam de dispor pedrinhas num plano de modo a for- 
mar quadrados, conforme figura a seguir, chamam-se mimeros quadrados: 


. 
... . 
.. ... . 
. .. ... . 
1 4 9 16 


Muitos resultados interessantes sobre números figurados podem ser obtidos de 
maneira puramente geométrica e informal. Indicando por Q, o enésimo nú- 
mero quadrangular e dividindo seus pontos como na figura 


observa-se que 
=T, +T, =L- nos Lanto t nEn) =n 
Q=TitTi= q (Dat z 


Para passar de um número quadrangular a outro os pitagóricos proce 
diam segundo o esquema 


de onde sai 


Qa + (2n + 1) = Qayi 
ou seja 


n+ (2n +1)= (n1 


uma identidade elementar bastante conhecida. 
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O conjunto de pontos à direita e abaixo do ân; 
anterior era chamado gnómon. 

Outra propriedade interessante liga 
obtida da figura a seguir: 


gulo reto traçado na figura 


da aos números quadrados pode ser 


1434+5+..+(n- Don 


Números pentagonais: 


1595.1200 esa A 


Números hesagonais: 


1,6,15,28,...,H,,... 


Nessa maneira de representar os números figurados, os gnômons são 
sempre, em cada etapa, os pontos que ficam na poligonal, que fecham a figura 
na parte inferior. Ademais, cada segmento dessa linha poligonal tem um TE 
to a mais que 0 correspondente da poligonal anterior. Como no caso dos 
números hexagonais são quatro os segmentos de cada gnômon, então a dife- 
Tença entre o número de pontos de dois gnômons consecutivos Ea Para os nú- 
meros eneagonais essa diferença é n — 2. l 
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Assim, no caso dos números hexagonais, os sucessivos gnômons têm 
1+4=5,5+4=9,9+4=13,..., 4041, 
pontos. Logo: 


+4m=3)-n 


H=1+5+9+..+[4n-D+1j= =2n'-n 


4.5 Os ternos pitagóricos 


Hoje em dia são conhecidas algumas centenas de demonstrações do cha- 
mado teorema de Pitágoras, segundo o qual o quadrado da hipotenusa de um 
triângulo retângulo é igual à soma dos quadrados dos catetos. Embora já co- 
nhecido antes de Pitágoras, é bem possível contudo que se deva a ele, ou à sua 
escola, a primeira demonstração dessa relação fundamental da geometria mé- 
trica. 

Mas, considerando o grau de preocupação dos pitagóricos no sentido de 
ligar os números (naturais) às coisas, especialmente à geometria, era natural 
esperar que procurassem determinar todos os triângulos retângulos de lados 
inteiros. Este problema consiste em resolver no conjunta dos ternos ordenados 
de nútaeros naturais não nulos a equação x? + y? = 22, Um terno (a, b, c) de 
números naturais não nulos tal que a? + b? = c? chama-se terno pitagórico. 

Com isso a escola pitagórica inaugurou o estudo de problemas indeter- 
minados envolvendo números naturais, algo que seria retomado posterior- 
mente, com grande fôlego, por Diofanto de Alexandria (séc. ITI, d.C). Em- 
bora a solução geral para essa questão só viesse a aparecer nos Elementos, os pi- 
tagóricos deram sua contribuição ao assunto. 

Talvez observando que o gnômon que fecha o número nº tem 2n + 1 
pontos e que este número corresponde a dois lados de um quadrado 


os pitagóricos devem ter experimentado fazer 2n + 1 = m?. Daí segue que 


e portanto: 
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Como (n + 1}? = n? + 2n + 1, então: 


S 


Donde 


Logo, se m é um número ímpar (se o quadrado de um número natural é ím- 
par, o próprio número também o é), então 


mê +t jo 
i 2 


é um terno pitagórico. Por exemplo, para m = 3 obtém-se (3, 4, 5) e para 
m = 5 obtém-se (5, 12, 13), ambos pitagóricos. Mas o terno (8, 15, 17) é 
obviamente pitagórico mas não se enquadra em (*). Voltaremos ao assunto, 
para completá-lo, no item 10 do capítulo II. 


EXERCÍCIOS 
1. Escreva cada um dos seguintes números em hieróglifos egípcios: 
a) 1493 c) 6548 
b) 641 d) 15 127 


2. Passe cada um dos seguintes numerais egípeios pata o nosso sistema de 
numeração: 


IE ce RAN 


3. Expresse em notação babilônica os seguintes números: 
a) 1000 e) 10 000 
b) 1342 d) 12 348 
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. Passe para o nosso sistema de numeração: 


a7 W o4 X< 
aT <T DIKI 


« Um dos vestígios deixados pelo sistema de numeração sexagesimal da 


Mesopotâmia é o sistema de medida de ângulos em graus, minutos e se- 
gundos (sessenta segundos valem um minuto e sessenta minutos valem 
um grau). Isto posto, efetue: 

a) 10°42 23” + 36°38 44º c) 3x (4503843) 

b) 21° 1015” — 10011" 32" d) (420206): 6 


. Escreva os numerais jônicos gregos correspondentes a: 


a) 398 c) 9 128 
b) 1223 d} 20 392 


+ Passe do sistema de numeração jônico grego para o nosso sistema de nu- 


meração: 
a 

a) ma c) M'foib 
A 

b) on d) M ty 


- Para efetuar uma multiplicação, como 26 x 54, por exemplo, os gregos 


procediam segundo a decomposição a seguir: 


26x 54 = (20 + 6) : (50 + 4) = 
=20-50+20-4+6:50+6-4 
= t 404 


O dispositivo prático, ainda usando nossos numerais, era o seguinte: 


26 
x 54 
1000 80 
300 24 


T300 104= 1 404 
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10. 


1, 


13. 


se 


Em numerais jônicos, observando que 4 = d, 50 = ve 400 = v (upsilon): 


x « 
v á 
an 
x xó 
‘art qó= ‘avó 


Efetue, segundo o método jônico, a multiplicação de Ay (= 33) por za 
(= 81). Usc 40 = u (mu), 70 = o (omicron) e 600 = x (chi). 


No sistema de numeração romano uma barra sobre um certo numeral 
multiplica seu valor por 1 000, ao passo que duas barras o multiplicam 
por 1 000°. Assim: 


W=400 e XV 


= 15 000 000 


Escreva os numerais romanos correspondentes a: 


a) 1492 c) 74812 
b) 1998 d) 3142 236 


Passe para o nosso sistema de numeração os seguintes numerais romanos: 


a) CXXIV 7 o ER 
b) MDCCXLVIII d) XXXV 


Mostre que säo perfeitos os números 496 e 8 128. 


Mostre que os números 1 184 e 1 210 são amigáveis. 


Nota: A descoberta de que esses dois números são amigáveis só foi feita 
em 1886 por um jovem italiano de 16 anos de idade chamado Nicolo 
Paganini. - 


Plutarco (c. 100 d.C.) afirmou que se um número triangular é multiplica- 
do por 8 e acrescido de 1 o resultado é um número quadrado. Prove este 
fato e faça uma ilustração geométrica dele. 


Resolução: Como T, = set, então 


8Tut+i=in(n+D+I=4mptênti=(In+IP= Qua 
Uma ilustração geométrica para o caso n = 2 pode ser vista na figura a se- 
guir. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


Prove que o quadrado de qualquer número ímpar, múltiplo de 3, é a dife- 
rença entre dois números triangulares. 


Prove que P, = T,., + Qa, para todo n > 1. 


Escreva os seguintes números como soma de no máximo três números 
triangulares: 
a) 56 b) 69 c) 287 
Estabeleça a seguinte fórmula para todo n > 1: 

(2n + 1} = TAIT. 


Mostre que 1 225 e 41 616 são, simultaneamente, números triangulares e 
quadrados. k 
Resolução: Obviamente t 225 é número quadrado, pois 1 225 = 35°, 
Por outro lado, de 

att =1225 


segue que n? +n- 2 450=0 e portanto (resolvendo esta equação) 
n= 99. Assim: 


1225 = To = Qs 


Um número oblongo conta a quantidade de pontos sobre um plano de ma- 
neira a formar um retângulo em que o número de linhas é uma unidade 
maior que o de colunas. Se O, indica o enésimo número oblongo, então 


o, 


n 
mo 
o 

] 
a 


e, em geral, O, = n(n + 1) 
17 


20. 
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Prove algébrica e geometricamente que: 
a) O, =2+44+... +20 


b) Todo número oblongo é a soma de dois números triangulares iguais. 


90 +n'=Ty 

dO -n=n 

e) n° +20, + (n +1} = (2n + 1) 
DO=1+2+..4n+(M+AD+(n-D+n- D+... +3+2 


Resolução: 


a) 2+. 42 EEDE 


=n(a+ 1)= 0, 
b) No caso n= 3: 


0,=T;+T; 


Em gera: O, =T, +T, 
c) O, +n°=n(n + 1)+n= n(n + 1) = 
d) 


2n 


2n(2n+1) y 
aat 


O =n'+n 


Prove a seguinte fórmula para a soma dos n primeiros números triangula- 
res, estabelecida pelo matemático indiano Aryabhatta (c. 500 d.C. ): 


TATA AT, = 2ELDM+D 


Sugestão: Agrupe o primeiro membro em pares e substitua cada soma 
Ti + T, por k? (considere o caso n par e o caso n ímpar). 


CAPÍTULO Il 


OS NÚMEROS NATURAIS 


1. Introdução 


O objetivo deste capítulo é fazer um estudo aritmético do conjunto 
IN = (0, 1, 2, 3, ...) dos números naturais. Um pré-requisito para este assun- 
to seria, num enfoque mais formal e completo, a própria construção lógica de 
IN. Mas isto só será feito, e mesmo assim omitindo-se alguns detalhes, no 
Apêndice I, ao fim do capítilo, Obviamente esta abordagem significa que, 
embora a ênfase seja a aritmética propriamente dita, não queremos deixar de 
chamar a atenção para seus princípios básicos — algo cuja necessidade passa 
muitas vezes totalmente despercebida. 


Enquanto a geometria, 300 anos antes de Cristo, nos Elementos de Eucli- 
des, já recebia um tratamento lógico-dedutivo, com seus postulados e axio- 
mas, definições e teoremas, para a teoria dos números (e mesmo para as de- 
mais partes da matemática) demorou muito um tratamento semelhante. 

A primeira tentativa nesse sentido sc deve a Giovanni Campano (viveu 
por volta de 1260). Este capelão do Papa Urbano IV procurou fundamentar os 
números naturais em 4 postulados, o último dos quais afirmava que “um 
número não pode diminuir indefinidamente”, o que significa, no fundo, a 
existência do mínimo de qualquer coleção de números naturais. Posterior- 
mente Gottfried W, Leibniz (1646-1716) assinalou que “verdades” tão evi- 
dentes coma 2 + 2 = 4 devem ser objeto de demonstração a partir do conceito 
de número, o mesmo devendo acontecer também com propriedades aparente- 
mente tão óbvias como a comutativa da adição e a comutativa da multiplica- 
ção. Mas Leibniz não se alongou no assunto. 

Mas ao se chegar ao século XIX já não era possível à Matemática, no es- 
tágio que atingira e no ritmo em que se desenvolvia, continuar se apoiando 
quase que inteiramente na intuição. E seus alicerces passaram a ser investiga- 
dos amplamente e a receber a fundamentação lógica necessária. 
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No que se refere aos números, parece que a primeira tentativa séria nes- 
se sentido foi feita por Hermann G. Grassmann (1809-1877) que, em 1861, 
definiu adição e multiplicação de inteiros e demonstrou as propriedades fun- 
damentais dessas operações, usando apenas a função sucessor x > x +1 e 
implicitamente o princípio de indução. O primeiro sistema completo de axio- 
mas para a aritmética foi apresentado por Richard Dedekind (1831-1916) em 
1888. A axiomática que formularemos no Apêndice I se deve a Giuseppe 
Peano (1858-1932) e data de 1891. 


2. Operações — relação de ordem 


Não faremos aqui, como já foi dito, a construção lógica de 
IN = {0, 1, 2, ...}. Tampouco serão dadas agora as definições formais de adi- 
ção e multiplicação de números naturais. O leitor interessado encontrará tudo 
isso no já citado Apêndice 1. Neste parágrafo nos limitaremos a citar as pro- 
priedades dessas duas operações que servem de embasamento teórico à arit- 
mética dos números naturais. Antes disso registremos que o conjunto 
IN — {0} será indicado pela notação IN*, Ou seja: IN* = (1, 2,3, ...). 


2.1 Adição 


a, a + (b + c) = (a + b) + c, Va, b, c E IN (associativa) 

a, a +b = b + a, Va, b E€ IN (comutativa) 

a, a +0 = a, Va E IN (0 é o elemento neutro da adição em IN) 
apa+b=a+c = b= c (lei do cancelamento da adição) 


2.2 Multiplicação 


m, a(bc) = (ab)c, va, b, c E IN (associativa) 

m; ab = ba, Ya, b € IN (comutativa) 

m, a: 1= a, Ya € IN (1 é o elemento neutro da multiplicação) 

m, ab=0 = a= 0ou b = 0 (lido anulamento do produto) 

m, (ac =bcec +0) = a= b (lei do cancelamento da multiplicação) 

mab=1 > a=1@b=1 

m, a(b + c) = ab + ac, Va, b, c € IN (a multiplicação é distributiva em rela- 
ção à adição) 


Nota: O símbolo = será sempre usado neste texto com o significado 
de “se..., então...””. Por exemplo a propriedade mę deve ser interpretada da 
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maneira condicional seguinte: ““Se a e b são números naturais e ab = 1, então 
a=leb= 1". Eosímbolo += será empregado com o sentido de ''se, e so- 
mente se”. 


2.3 Relação de ordem 


Define-se a relação < (menor que ou igual) em IN do seguinte modo: se 
a, b € IN, diz-se que a < b se b = a + u, para algum u E IN. O número u 
nessas condições chama-se diferença entre be a eé indicado por u =b — a, 
onde b é o minuendo e a o subtraendo. 
Assim a subtração (a, b) — a — b só está definida neste caso para os pa- 
res ordenados (a, b} em que a > b, Valem as.seguintes propriedades: 
pat PE 15 
+ (b — a) + a = b, sempre que a $ b 
De fato, se b — a = u, então b = a + u = a + (b — a) 
e Sec < a, então (a +b) — c = (a — ¢) + b 
Seja a — c = u. Então a = c + u e portanto a + b = c + (u + b). Donde 
@+b)-c=u+b=(a-)+b 
Do mesmo modo se provam: 
e b+c&ga =» a-(b+c}=({(a-b)-c = 
Neste caso simplifica-se a notação assim: 
(a-b-c=a-b-c 
eSeb<aed<cenão(a-b)+(c-d)=(a+c)-(b+d). 


Mas vejamos agora as pfincipais propriedades da relação « . Observe- 
mos antes que algumas delas poderiam ser provadas a partir dos resultados 
que já temos, ao passo que a demonstração de outras depende de pré-requi- 
sitos que figuram no Apêndice I. 


O, a < a, Va Ẹ IN (reflexiva) 
Ora<beb<a > a= b(antisimétrica) 
O,a<beb<c > a< c (transitiva) 
O, a < b ou b < a (a relação < é total) 
O,a<b > a+c<b +c, Wc IN(< é compatível com a adição) 
O,a<b > ac < be, VGÉ IN (< é compatível com a multiplicação) 
Por valerem as seis propriedades anteriores diz-se que < é uma relação 
de ordem total sobre IN compatível com a adição e a multiplicação de IN. 
Diz-se que a é menor qu be escreve-se a < b se b =a + v, para algum 
v #0. É claro então que:a <b = a < bea +b 
O,a<b = a+1<b 
O, Se L é um subconjunto não vazio de IN, então L possui um elemento m tal 
que m < x para todo x E L (princípio do menor nimero natural). X 
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O elemento m que aparece em O, é chamado mínimo de L e será indi- 
cado por m = min L, É fácil provar que m é único. De fato, se m, = min L, 
então m « m, (pois m, € L) e m, € m (pois m, = min L e m € L). Logo 
m = m,. Por exemplo, o mínimo do conjunto {1, 3, 5, 7,...Jé1 

Dado L C IN, L + Ø, um elemento M € L (caso exista) tal que x < M, 
Yx € L, chama-se máximo de L, Notação: M = max L. Se L possui máximo, 
este é único (demonstração análoga à que se fez para o mínimo). Há subcon- 
Juntos não vazios de IN que não têm máximo: é o caso de {1, 3, 5, ..J e 
10, 2, 4,6, ...), por exemplo. 

Alternativamente poderemos usar b > a com o significado de a «be 
b>acomodea<b. 

As propriedades a seguir decorrem do que já vimos e, vez por outra, são 
necessárias: 


sagbeb<c œ a<c 
sa<b-«a ate<b+re 
satexb+e = agb 

e (axbec&d) > atc<xb+d 
e (a< bec#0) = ac< be 

s (a<bec&d) > a+e<b+d 
ec&b = afb ~c) = ab — ac 


3. Indução 


3.1 Primeiro principio de indução 


Apesar da designação clássica, trata-se de uma proposição relativamente 
fácil de provar a partir dos resultados que já temos. Eis o seu enunciado: 


“Seja a € IN e suponhamos que a cada número natural n > a esteja 
associada uma afirmação P,,. Admitamos ainda que seja possível provar o se- 
guinte: - 

i Pa; é verdadeira 
ii Para todo r > a, se Pç, é verdadeira, então Pq, também é verdadeira. 
Então P,, é verdadeira para todo n > a.” 

A idéia da demonstração é simples. Devido a i P,, é verdadeira. De ii 
segue então que Pip) é verdadeira. Ainda por ii decorre que P,,,» é verda- 
deira. E assim por diante. 

Vejamos como formalizar esse raciocínio. 
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{ Demonstração: Seja L = (x E IN|x > a e Pç; é falsa). Basta provar 
então que L = Ø, Suponhamos L + Ø e seja m = min L. Logo Pm é falsa e 
como, por hipótese, Pą) é verdadeira, então m > a. Desta última relação se- 
gue que m > 0; portanto m = 1 + u, para algum u € IN, e daí u < m. 

Mas m > a implica que m > a + 1. Assim m = 1 + u > a + 1, do que 
resulta u > a. 

Em resumo: m >u > a. Mas isto obriga P, a ser verdadeira (se fosse 
falsa, u estaria em L, o que não é possível pois u < m = min L). Então, devi- 
doa ii: Pu, = Pom É verdadeira. Absurdo. z 

A afirmação P, que figura em ii, no enunciado do princípio, é chamada 
hipótese de indução. ) 


3.2 Somatórios e produtórios em IN 


São comuns cm Matemática as definições por recorrência (recursão). Na ver- 
dade trata-se de definições por indução. 

Exeminemos o caso da adição e o da multiplicação em IN. Sendo ambas 
operações binárias sobre IN, a soma e o produto de dois ntmeros naturais 
estão naturalmente definidos. Admitindo que também o estejam para 
n — 1 > 2 números quaisquer de IN e pondo, por definição 


atat... +a, = (at. ta )ta 


aiaz.. An =S (dão... A 1)n 
então passa a ter sentido falar em soma ou produto de m > 2 naturais quais- 
quer. 
Assim, por exemplo: 


a, + a, + a; = (a, + a3) + ag 
a +a, + ag +a, = (a, +a, + ag) +a, 
Faremos uso, como é praxe, das seguintes notações: 
a 


Ş asatat... +a 


izi 
onde o primeiro membro deve ser lido “somatório dos a;, para i de an” e 
n 
TE a= a a... an 
i=1 a 
cujo primeiro membro se lê “produtório dos a;, para i de lan”, 
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Quando n = 1 faz-se, por extensão: 


Outro conceito que pode ser introduzido por recorrência é o de potência 
n-ésima de a, onde a, n E IN, a # 0. Por definição: 


a=1 
at! = a". a, sempre que n > 0. 

Isto significa que a'=aº.a=1-a=a, =a- a=aca, s 
=a'.a=(a-a)-a, e assim por diante. 


Exemplo 1: Provemos por indução sobre n que a” . a" = a™*", para 
quaisquer m, n € IN, sempre que a + 0. 
RUAS ds AE TET 

Logo, a propriedade vale para n = 0. 

Hipótese de indução: a” . a' = a”, Yr > 0. 

" 
C) n=r+Liarat Dar (ata) = (2.2). a2 
miet, 


F an, a m ah 


Note-se que a hipótese de indução foi usada na passagem (*) 

A definição de potência pode ser estendida a a = 0 do seguinte modo: 
0° = 0, para todo n EIN, n #0. 

Se a é um número natural e existe b € IN de modo que a = b?, então se 
diz que a é um quadrado perfeito, Os números naturais quadrados perfeitos são: 
0,1,4,9,16,..., nº... E se a = b? para algum b E IN, então a é chamado 
cubo perfeito. Os cubos perfeitos são: 0, 1, 8, 27, ..., nº,... 


Exercício: Se a EIN, a + 0, prove que (aº)' = a™, Ym, n € IN (use 
indução sobre n). 


PROPRIEDADES Vejamos agora algumas propriedades básicas 


envolvendo somatórios e produtórios: 


[aja s 


fm 


x a=( aja (n>2) 


A validade destas propriedades é decorrência imediata dos conceitos e no- 
tações nelas envolvidos. 


ii z (atb)= 5 a+3 b; e 


i=l ist i=l 


TE 


i= 
Provemos por indução a primeira dessas relações (indução sobre n). 


n=1: J (atb)=a+b; Dar b=a+b 


i=l i=1 i=1 


Vamos supor a propriedade válida para r > 1. Então: 
É arw (b| + (art be) = 

a (+ ar bi) + (aia bei) = 

a e E so 


ist 


a a 
iii Paratodok E€ N: Ý (ka)=kKD a œ 


i=t i=l 


T Ga kT a 


A demonstração fica como exercício (indução sobre n). 
iv Sea=a(i=1,2,...,n), então: 


Ž asm e M asa 


iml 


Provemos a segunda dessas propricdades por indução sobre n. 


i=l 


Seja r > 1 e suponhamos 
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rèl r ps 
Então M a=[T ajsan a mat 


it i=1 

v Se a =i(i=1,2,...,n), então: 
= > n(n+1 
Zab a BO ) 
ial i=l 


Vamos também por indução sobre n. 


idearo i e Saia HERO 
Então: 5i 
$ a=($ a )tan= CAD +(+D= Gaia) a 


i=1 i=1 


_C@+)E+3) 
S 2 


Por exemplo: 


ž ai+9-3 5 => 2= 


i1 =1 


tary- [i caf=o: 4-5-6% = 129 600 
T 


SCD 45.2555 


vi Somatórios duplos 


Sejam a, as, «+, Ams Dis Das -+> Do EIN (m > 1, n > 1). Às vezes há 
necessidade de considerar a soma de todos os produtos possíveis a:b; 
(Igxiem I<j< n). Mas esses produtos são exatamente as parce- 
las de: 


(> È bi) (tita H i ta) (bi +o Hby H + ba) 


i=1 
Assim, em virtude de iii, deste item, 


(EE op EEE 


i=t j=l jst Mes j=t 
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e, analogamente: 


Zo o ENEE) 


Em vista desse resultad 
ba ultado a soma de todos os ajb; é usualmente indicada 


m n PIR" 
ŽŽ ab o È È ab 
im] Jat j=! i=1 


Estas expressões recebem o nome de somatórios duplos. msi 
de 
s duplos. Das considerações 


Por end; à a 
a Š > enoro=(% ai); 
ta J s5 3)- 


= Zoe 3.4 
28 2.(s. 3+ St) -60+ 00 


b e=(5 r (> 2)= 


ist j=l j=l 


=(144+9) -(2+4+8)= 14. 14 = 196 


aS A, appi An 
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Assim, para n>2e Igr<n: 


h a(i alaa) 


\i=r+1 


3.3 Segundo principio de indução 


Seja a E IN e suponhamos que a cada natural n > a esteja associada 
uma afirmação P. Admitamos ainda que seja possível provar as duas condi- 
ções seguintes: 


i P é verdadeira 
ii Paratodo r > a, se Pq é verdadeira sempre que a < k < r, então Pytam- 
bém é verdadeira. 


Então P,, é verdadeira para todo n > a. 

A demonstração deste princípio, aliás muito parecida com a do anterior, 
fica como exercício. Teremos ocasião, ainda neste capítulo, de usar algumas 
vezes este princípio, 


EXERCÍCIOS 
21. Calcule; 
4 1+2 
a 5 ei+3) 9È 3i 
A; posa 
P > ioy ODA 
EN Tot t 
22. Calcule: 


c) “n {i+ 2){i +3) 
2 
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23. 


24. 


25. 


Escreva, usando o símbolo de somatório ou produtório: 
a) (a; + 2) + (az + 4) + (as + 4) 

b) P3 EA +o 

c) 7-8-9- 10...25 

d) a,b; + agbs +... + ada 

e) 1+2? +.. +n 

HLVAPHP... 4P 


(Fuvest-81) P é uma propriedade relativa aos números naturais. Sabe-se 
que: 1) P é verdadeira para o natural n = 10; 2) Se P é verdadeira para 
n, então P é verdadeira para 2n; 3) Se P é verdadeira para n, n > 2, 
então P é verdadeira para n — 2. Pode-se concluir que: 

a) P é verdadeira para todo natural n. 

b) P é verdadeira somente para os números naturais n, n > 10 

c) P é verdadeira para todos os números naturais pares. 

d) P é verdadeira somente para as potências de 2. 

e) P não é verdadeira para os números fmpares. 


Prove por indução: . 

AAP.. tn PEDI (54) 
6 

DP+P+r+r=(14+2+..+nP(n>1) 


J1-242:34 tnar) PEDO (n>1) 


daži > a-l 
e) 2n < n° (n > 2) 
faz2 = 2a'<a"™ (n > 1) 

gazi = at ga”{n> 1) 

h)aš2 = 1+a+...+a'<a™ (n> 1) 
i) n° <n! (n > 6) 

j) n! >n’ (n > 4) 


a- 1) (a +a? +.. tatl) l) 


Resolução de h): 

Para n= 1 a relação é 1 +a < aº que obviamente é verdadeira para 
a= 2. Supondo 1 +k <k° (k > 2), entāo 1 + (k+ 1)=(1+k)+1< 
<K’+1<k?’+ 2k + 1= (k+ 1). Logo 1+ a< a°, para todo a > 2. 
Seja r > 1 e façamos a hipótese 


Itat.. ta <a 
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26. 


27 


28. 


29. 


30. 


31. 
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itat... ta tat! at at = 2a ar? 


o que conclui a resolução. Note-se que na última passagem usamos o re- 
sultado proposto em f). 


Prove que: 

143 +... +(Qn- D=n 
ou seja, que a soma dos n primeiros números ímpares é nº, 
Prove por indução sobre n que o número de subconjuntos de um conjunto 
finito com n elementos é 2”. 
Prove por indução sobre n que: 

(aP) = ama 

para quaisquer a, m, n EIN, a £ 0. 
Se b+c < a, mostre que: 

a-(b+o=(a-b)-c 
Sejam x, y E IN. Se 3 < x < 6e 6 < y < 10, mostre que 2 € y — x < 5. 


De um modo geral, prove que se a<x<b e b<y<c, então 
2€y-xXc-a-2 


Prove que o produto de quatro números naturais consecutivos, acrescido de 1, 


é um quadrado perfeito. 


Resolução: Se a indica o menor dos números, então os outros são 
atl,a+2ea+3. 
Como 


a(a + 1) (a + 2) (a + 3) = at + 6a’ + 11a? + 6a 
deve-se procurar m € IN de modo que: 
t at+ 6a? + 11a? + 6a +1 = (a°+ ma + 1) 


Desenvolvendo o segundo membro e identificando o resultado com o pri- 
meiro, obtém-se m = 3. Logo: 


1+a(a+ 1) (a+ 2) (a + 3)=(@ + 3a +12 
Por exemplo, se a = 4, então: . 
1+4:5-6-7=(P + 12+ i? = 29 


4. Divisibilidade em IN 
4.1 Múltiplos e divisores 


DEFINIÇÃO 1 Diz-se que um número natural a divide um número 
natural b se b = ac, para algum c € IN. Neste caso diz-se também que a é 
divisor de be que bé múltiplo de a. Ou ainda que b é divisível por a. Indicare- 
mos por a |b o fato de a dividir b; e se a não divide b, escrevemos afb. 


O elemento e € IN tal que b = ac, onde a # 0, é indicado por c = -> 


ou, eventualmente, por c = b: a e é chamado quociente de b por a. 

Por exemplo, 26 pois 6 = 2-3, 5|10 pois 10 = 5-2, ia (Va € IN) 
pois a = 1 - a e 0|0 uma vez que 0 = 0 - a, para todo a € IN. Mas, se b + 0, 
então 0fb pois 0- c= 0 # b, Yc E N. 


Atenção: Não se deve confundir o símbolo | com o traço de fração —. 
Assim, 216 (p. ex.) não deve ser confundido com Æ ou -S- Enquanto estes 
dois últimos símbolos indicam numerais, 2|6 expressa uma relação particular 
ontze 2 e 6, O que ocorre é qu, conforme notação já introduzida, 2 saui- 


vale a 6=2:-—. Assim, 0]J0 é uma relação verdadeira, ao passo que G De é 


uma expressão EEI 
Para a relação x|y em IN valem as seguintes propriedades: 

d, aļa, Ya € IN, pois a = a - 1 (reflexiva) 

d, aļlbeb|a = a= b (anti-simétrica) 
De fato, por hipótese, b = ac e a = bd. Daí: a = afed). Se a = 0, como 
b = ac, então b = 0. Se a + 0, então cd = 1 e portanto c = d = |, Logo 
a = b também neste caso. 

d, ajbeb|c = alc (transitiva) 
Como b = ar e c = bs, então e = a(rs) 

d, Se a|be afc, então al(bx + cy), Yx, y EIN 
Em particular: a|b = albx, Yx € IN 
De b = ar e c = as (hipóteses) decorre que bx = arx e ey = asy. Donde 
bx + cy = arx + asy = a(rx + sy). 
Nota: Do que vimos segue que: a)be ale = al(b + c). Além disso, 


b+c _ b 


= c 
a a a 
pois (5 b c 
— —'a+— 
a a a 
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d; Še cla, c|b ea < b, entãocl(b — a). 
Por hipótese a = cr e b = cs. Fazendo b = a + u, então cs = cr + u eè daí 
u =cs— cr = cēs — r). Logo c|u e como u = b — a a propriedade está 
provada. Neste caso: 


de Seja a = b + c e suponhamos djb, Então: dja = d|c. (c =a — b) 
(=)éde(e)éd parax=y=1. 

d; Se a|b e b + 0, então a § b. 
Das hipóteses segue que existe q € IN* de modo que b = aq. Como q> 0, 
então, devido a Ọ,, 1 =0 +1 £q e portanto q = 1 + u, para algum 
u E IN. Daíb = aq = a(1 + u) = a + au, o que implica a < b. 


Notação: Indicaremos por M, o conjunto dos múltiplos de a. Assim 
M, = {0, a, 2a, 3a, ...}. Em particular M, = (0) e M, = IN. Os ele- 
mentos de M, = (0, 2, 4, ...} são chamados números naturais pares e os de 
IN — M, = {1, 3, 5, ...} de naturais impares. 


4.2 O algoritmo da divisão (ou de Euclides) 


Seja b um número natural não nulo. Se a € IN, então ou a é múltiplo 
de b ou está entre dois múltiplos consecutivos de b, isto é: bq « a <b(q + 1). 
Esto significa que q + 1 é o mínimo de {n € IN|bn > a}, subconjunto não 
vazio de IN pois contém o elemento a + 1. (De fato: b> 1 => abza => 
ab+bza+b = b(a+l)za+b>a) 

De bq « a resulta que existe r € IN tal que a = bq + r. Mostremos que 
T <b. Ser = a — bq > b, então (a — bq) + bq > b +bqedaía > b(q + 1), 
o que não é possível. Assim: 


a=ba+r(r<b) 


As considerações que acabamos de fazer podem assim ser sintetizadas: 

“Dados a, b € IN, b + 0, existem q, r € IN de maneira que a = bg + 
(e<b. 

Obviamente, se r = 0, então a é múltiplo de b. 

Suponhamos a = bq + r = bq, + r, onde r < b er, < b. Admitamos 
que sc pudesse ter r # ry, digamos 0 <r — r; < b (já levando cm conta que 
tanto r como r; são menores que b). Mas então da igualdade bq + r = bq; + rı 
decorre que bq + (r — r,) = bq; ¢ portanto b|(r — rı). Donde b< r- r,, o 
que é absurdo. Logo r = r, e portanto q = qı- 

Provamos pois o 
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TEOREMA 1 (algoritmo da divisão à a, 
bE IN, b%0, existe um único par de números q è r, de maneira que 
a=bqtr(r<b). RSA 

Os elementos a, b, q e r são chamados, respectivamente, divisor, dividen- 
do, quociente e resto da divisão de a por b. 


as 


Exemplo 2: Vamos aplicar o algoritmo aos números a = 35 e b = 8. 
Observemos que 35 está entre os múltiplos 32 e 40 de 8: 


B-4<35<8-(4+1) Logo q=4er=35-8:4=3. Isso explica o 
algoritmo 
sl 
32 4 
3 


Exemplo 3: Procuraremos explicar agora o algoritmo usual prático da 
divisão, calculando o quociente e o resto quando a = 351 eb = 8. Numa pri- 


meira etapa, quando se faz 
351 |8 
31 


na verdade o 4 que aparece sob a chave não passa do algarismo das dezenas do 
quociente procurado, como se pode verificar a seguir: 


35 = 8 - 4 + 3 (algoritmo da divisão para 35 e 8) = 
= 350 = 8 - 40 + 30 
= 351 = 8:40 +31 


Usando agora o algoritmo com os númerod34 e 8: 
31=8:3+7 
Logo 
351=8-40+8-34+7=8:43+47 
Voltando ao dispositivo prático: 
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5. Sistemas de numeração posicionais — base 


Em nosso sistema de numeração todo número n é um polinômio 
n=a +a iO+aIO+..+a «10 


onde r > 0 c os a; E {0, 1, 2, ..., 9} (i = 1, 2, ..., r) estão univocamente de- 
terminados. O numeral que representa n é escrito assim: 


aa 4... Aao 
Por exemplo: 
641=1+4-10+6- 10º 
Mas o papel desempenhado pelo 10 em nosso sistema de numeração é 


apenas uma opção ou uma circunstância, como mostra o resultado a seguir. 
ý gu 


TEOREMA 2 Seja b um número natural maior que 1 e seja M = 
= {0, 1, 2, ..., b — 1}. Então todo número n pode ser representado univoca- 
mente da seguinte maneira: 

n=a ta bta b+.. +a b 

onde r > 0, a; EM (i= 1, 2, ..., r)e a, # Ô. 

Demonstração: 

i A existência será provada por indução (segundo princípio) sobre n. Se 
n < b, entäo n = n é a representação pretendida. Vamos tomar n > b e ad- 
mitir como hipótese que para todo q, | « q < n, essa representação seja 
possível, Aplicando o algoritmo da divisão para n e b se obtém 

n= bq + a {as E M) 

Note-se que não pode ocorrer q > n. De fato, como b > 1, então bq > qe 
essa hipótese levaria a bq > n e portanto a bq + a= n >n. Logo! &q <n 
e pela hipótese de indução: 

q=a, tab+...tab”'(a EM; a, #0) 
Conseguentemente, 
neb(a +a +... +a b™') + ag = ap +ab + a,b? +... +a b 
conforme o enunciado. 

ii A unicidade também será provada por indução sobre n e é trivial para 


n <b, Seja n > be suponhamos que a unicidade se verifique para todo q, 
1<q< n. Suponhamos ainda que: 


na=a tabt... tab =a, +a b+... + a,b 


onde, também, a’%, a';, «.., 2’, EM. Então: 


n= b(a, + ab+ -.. + a,b") + a = 

b(a’, + abr... + a,b!) + a'o 
Como b> a, e b> a'g, o algoritmo de Euclides (unicidade) garante que 
a= sea tabt... tab =a, tabt... +a, b= g. Como 
q< n, então, pela hipótese de pus r — 1 = s — 1 (do que segue r = 2 
ca=a,a=as..a=a', 

Se cada um dos elementos do conjunto M = {0, 1,...,b— 1} é repre- 
sentado por um símbolo especial, então cada um desses símbolos é chamado 
algarismo do sistema posicional de base b. A proposição demonstrada torna válido 
representar cada número n = æ + a,b +... + a,b' pela seguência dos alga- 
rismos que nele figuram da seguinte maneira: 


n= (arasi o da), 


No caso b = 10 omitem-se os parênteses e o índice. 
Quando I<b< 10é praxe usar os próprios algarismos indo-arábicos 
que sejam necessários para indicar os dígitos de 0 a b — 1, Por exemplo: 


(2102) =240-341-3:42.9=65 
(10001) =1+0-240-2+0.24+1.2º=17 


Exemplo 4: Dado um número n escrito na base 10, a demonstração da 
proposição anterior (primeira parte) mostra como passá-lo para uma base b 
qualquer. Por exemplo, consideremos n = 4 761 e b = 8. Apliquemos o algo- 
ritmo da divisão a 4 761 e 8: 

4761=8-595+1 
Assim, na representação pretendida, o último algarismo (o das unidades) será 
o 1. A seguir a demonstração manda que se use a hipótese de indução. Isto 
equivale a repetir o raciocínio com o 595 e, se for o caso, fazer o mesmo como 
quociente obtido. E assim por diante. Na prática pode-se proceder assim: 


4761 |8 
76 sos 
“35 7]8 


O dos 
DO 
Portanto: $ 


4761 = (11231) 
35 


Exemplo 5: Dado o número (2102),, para passá-lo à base 5, por exem- Note-se que levamos em conta, na adição das unidades simples, que 


plo, pode-se primeiro encontrar sua representação decimal e depois proceder 5+2=7=1:6+ 1 = (11) e por isso o resultado da coluna correspondente 
como no exemplo anterior. é 1, tendo sido transportado ainda, para a coluna seguinte, o algarismo 1. 
, 
2109), =240:341:32492.3:-65 ; 
(19%; = 2.4 0. 2 Efetuernos agora a subtração (2103), — (1302): 
* Então 65 |5 7 
15 Is Z z 104 
© EN é ÃO 
) (1309) 
Logo: (2102), = (230), (910; j —— 
A à (201% 
5.1 Oper: a ções Neste caso, como o número de unidades da terceira casa do minuendo é me- 
nor que o do subtraendo, foi preciso tomar emprestada uma unidade da casa 
O procedimento usado em nosso sistema de numeração para efetuar adi- seguinte. Como (11), = 1-4 +1-$=(141:4).$=(3+2)-4= 
ções e subtrações, ou seja, somando em coluna as unidades, depois as dezenas =3+ 4º + 2: 4º, o resultado na terceira coluna deve ser 2. Na prática o que se 
acrescidas de algum eventual transporte da coluna anterior assim por diante procura e o número qué somadoja'3:résolta (11); | Rd 4:= 5 
é muito fácil de justificar, Examinemos, por exemplo, a adição 47 + 24: A multiplicação num sistema-de numeração posicional de base b tam- 


bém pode ser efetuada segundo o procedimento usual da numeração decimal. 
; E, assim como neste caso é preciso conhecer as tabuadas até a do 9, num sis- 


47 tema de base b tem que se partir de uma tábua de multiplicação (que pode 
+ estar na memória) para os números de 0 a b — 1. Calculemos por exemplo 
1 (201); - (112). A tábua no que é: 
A soma das 7 unidades do primeiro número com as 4 do segundo é 11 = . |0 t 2 
= 1+ 1-10, uma unidade e uma dezena. Esta é então juntada às 4 dezenas a E RS RS 
de 47 e às duas de 24, obtendo-se as 7 dezenas da soma. Mas, embutidas nesse 
processo, estão as propriedades da adição em IN e, ainda, a propriedade dis- 1iloliia 
tributiva. De fato: 2 lola iu 
47 +24 = (4: 10+7)+(2-10+4)= 
=(4-10+2:10)+(7+4)=(4-10+2-10)+(1-10+1)= Assim, na base 3: 
=(4-10+2-10+1-10)+1=7-10+1 
` 
É claro que num sistema de base b posicional qualquer adição ou subtra- 201 
ção pode ser efetuada da mesma maneira que o fazemos na base 10. Calcule- 1192 
mos, por exemplo, (4125), + (1302): 1102 
(201 + 
Da s 2014+ 
$ coa (100212), 
s 
(5431), uma vez que nesse caso 1+2=3=1-3+0= (10). 
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5.2 Critérios de divisibilidade 


São bem conhecidos os critérios de divisibilidade da aritmética elemen- 
tar. Mas, como justificá-los? De que maneira dependem eles de nosso sistema 
de numeração? Daremos resposta agora a essas perguntas em alguns casos. 
No capítulo III voltaremos ao assunto com uma ferramenta matemática mais 
potente para abordar a questão: a teoria das congruências. 

Critério de divisibilidade por 2: Dado um número n = ao + a; * 10+ 
+... + a, 10º, observando que toda potência 10" (k > 1) é um número par, 


então: 
n = a + a(2q,) +... + a, (2q) = ao + ag +... +ag) 
Ou seja 
n=a+ 2q (4E N) 

Como 2g é divisível por 2, então n é divisível por 2 se, ¢ somente se, ay é tam- 
bém divisível por 2, Ou seja, se e somente se ag E (0, 2, 4, ..., 8). 

Critério de divisibilidade por 3: Primeiro observemos que o resto da 
divisão de 10“ por 3 é sempre 1, para todo k > 0. De fato, 10º = 1=3:0+1. 
Vamos supor 10' = 3s + 1, onde r 2 O. Então 10º"! = 10". 10 = (3s + 1): 


-+34 1) = 3(98) +38 +3: 3+ 1=3(9s + 5+3)+1=3(108+3)+ 1. 
Assim, para todo n € IN: 


naata:i0+ a- i04. a 10I 
= a + a (3q, + 1) + a (3q + 1) +... + a,(3q, + 1) = 
= (ast a +... +a)+3ad + aqa +- + aq) 


Em resumo: 
n= (ata +... + a,)+ 3q 


Portanto n é divisível por 3 se, e somente se, ag + a, +... + a, é divisível 
por 3 (propriedade de). 

Por exemplo: 1 761 € divisível por 3 já que 1 +7 + 6+ 1 = 150 é. Jáo 
número 226 não é divisível por 3 posto que 2 + 2 + 6 = 10 não é múltiplo 
de3. 

A condição de divisibilidade de um número n = ap + a, : 10 +... + 
+ a,- 10' por 9 é semelhante à anterior: 9|n «= 9l(a, +a +... +a) 
O motivo é que, também neste caso, 10* = 9 - s + 1, para todo k € IN. 

Exemplo 6: Mostremos que um número n = (a,a, ,...ajã9)p é divi- 
sível por 8 se, e somente se, o número (ajaç) formado pelos dois últimos 
algarismos de n é divisível por 8. 
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Primeiro notemos que: 
n = (azao)a + ag: Pra 12 A a 12 
Mas, parak > 2, 12* é divisível por 8. De fato, 12° = 144 é múltiplo de 8. E se 
12° = 8 - q, (s > 2), então 
12+! = 12". 12 = (8q,)12 = 8(12q,) 
Assim: 


n = (2,20) + as(80) +... + a(Ba,) 
=(2,2;)» + 8q 


Novamente a propriedade dą garante nossa afirmação. 


EXERCÍCIOS 


32. (Fuvest-77) Calcule quantos múltiplos de três, de quatro algarismos dis- 
tintos, podem ser formados com 2, 3, ¢, 6 e 9. 


Resolução: Com os cinco algarismos dados podem ser formados apenas 
três subconjuntos de quatro algarismos cuja soma dos elementos é divi- 
sível por 3: (2, 3, 4, 6}, (2, 3, 4, 9} e (2, 4, 6, 9). Cada um deles dá ori- 
gem a 24 múltiplos de 3. Logo, a resposta é 3 x 24 = 72. 


33. (UFMG-89) Seja n = ab000 um número não nulo, cujos cinco algarismos 
são a, bc três zeros. Se n é um quadrado perfeito e é divisível por 3, pode- 
se afirmar que a + b é igual a: 
al b) 6 c) 8 d) 9 e) 12 

34. (Cesgranrio-88) Se cdu é o maior número de três algarismos divisível por 
it, então a soma c + d + u vale: 
a) 22 b) 18 c) 20 d) 17 e) 16 


Resolução: O maior número de três algarismos é 999, cuja divisão por 
11 fornece resto 9. O número procurado é, então: 999 — 9 = 990, Res- 
posta: 18. 5 


35. Quantos números naturais entre ł e í 000 são divisíveis por 9? E quantos, 
entre 250 e 25 000, são divisíveis por 11? 


Sugestão (1º parte): O primeiro desses números é 9 e o último 999. 
Conte o número de termos da P.A. em que o primeiro termo €9, o último 
é 999 ¢ a razão é 9. 
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36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


(Cesgranrio-89) Se n é o número de múltiplos de 6 compreendidos entre 
92 e 196, então n é: 


a) 14 b) t5 c) 16 d) 17 e) 18 


Se n e a são naturais não nulos, quantos números naturais entre 1 en 


são divisíveis por a? 


Prove que: 

a) a soma de dois números pares é par e que a soma de dois números ím- 
pares também é par. 

b} o produto de dois números naturais é ímpar se, e somente se, ambos 
são ímpares. 


Prove que o quadrado de um número natural a é par se, e somente se, a É 
par. 


Resolução: Se a é par, então a = 2t, para algum t EIN; daf a? = (%} = 
= 4? = 2(2tº) é par. Para a recíproca suponhamos que a fosse ímpar, di- 
gamos a= 2r + 1; então a° = 4r° + 4r + 1 = 2(2r° + 2r) + 1 é ímpar, 
o que não é possível. 


Mostre que a + b + a? + b? é par, para quaisquer a, b € IN. 
Se a, b e c são números naturais não nulos, prove que: aJb = ac)bc. 


Prove que: (1 +2 +... + n)|3(1? + 224... + nº), para todo n > 1. 


Sugestão: Lembrar que 1+2+...+n= zeto e usar o exerci- 


cio 25-a. 


Prove por indução que: 

a) 7i(38+ + PH), vn > O 

b) 9[(10" + 3 - 4°*? + 5), Yn > 0 

ur 3 + 1), Yn S1 

d} IG + 2-4"), Yn > 0 

Resolução de d): Seja a(n) = 39+? 4 2. 40+! 
n=0:a(0)=34+2.4=17. 

Logo 17/a(0). 

Seja r > 0 e suponhamos que 17 |a(r), ou seja: 3+: 4 

+ 2. 4º = 179 para algum q € IN. 

Daí 2. 47H = 179 — 39%? 


44. 


45. 


4. 


48. 


49. 


50. 


n=r+ kaft i)a 39y ge peH o 
= 34d A qm gets (Ig 30). 6t = 
= 17 (64g) + 3"*? . (3f — 64) = 17(64q + 3) 


Demonstre que de dois números pares consecutivos um é sempre divisível 
por 4. 


(Unicamp-89) É possível encontrar dois números, ambos divisíveis por 
7, tais que a divisão de um pelo outro deixe resto 39? Justifique a res- 
posta. 


» Escreva o número 182 respectivamente nas bases 2, 8 e 12. 


Obs.: No caso da base 12 use os algarismos indo-arábicos de O a 9 e as le- 
tras a e b para indicar, respectivamente, 10 e 11, se for preciso. 


Efetue: 

a) (1034); + (243); 

b) (54302), — (2134) 

c) (1002), - (204, 

d) (1025); + (1102), + (21543) 


Resolução de d): 


(1025); Notar que: 
(1102); .2.5=10=1:743=(13), 
2053 *24+24+5 7+2= (12) 
1025 A 
1025 + 
(1132553); nas 
(1132553), z / 
(21543), E 9] 
(1154426), 


+ 


onde levamos em conta que 1 + 5+5 = 11 = 1: 7+ 4= (14). 


Passe para o nosso sistema de numeração: (10121),, (1042); e (10 ab)n, 
onde a representa “dez” e b “onze”. 


Construa a tábua de multiplicação referente à base 7, 


Determine b em cada um dos seguintes casos: 
a) (104), = 8 285 b) 12 551 = (30407). 
41 


51. 


52. 


54, 


55. 


56. 


57. 
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Na divisão euclidiana de 802 por b o quociente é 14 e o resto r. Determine 
ber. 


Resolução: Por hipótese, 802=b - + r(r<b). Daí: 0< 
<802-14-b=r<b. Assim 14b « 802 e 802 < 15b. Os valores pos- 
síveis para esse sistema de desigualdades são b = 54, 55, 56 ou 57. Logo, 
respectivamente: r = 46, 32, 18 ou 4. 


Mostre que para todo n € IN o número = está em IN c que scu 


(n+ 1) 
2 


algarismo das unidades não pode ser 2, nem 4, nem 7 e nem 9. 


Sugestão: Se o algarismo das unidades de AAD, fosse um desses, 


o de n(n + 1) seria 4 ou 8. Mostre que isso não é possível. 


+ Mostre que (111),|(10101),, para todo b > 1. Escreva o quociente da 


divisão em termos da base b. 


Prove que: a) em todo sistema de numeração de base b > 2 o número 
(121), é um quadrado perfeito; b) em todo sistema de numeração de base 
b> 3, o número (1 331), é um cubo perfeito. 


Resolução de a): (121) =1+2-b+t-bl=(1+b) 


Determinar as condições sobre os naturais bed,b > led > 1, a fim de 
que: (14) = (22). 


Seja n um número natural e n = (aa, |... 222,); sua representação na 
base 5. Prove que: 4jn em 4|(âg +a +... + a,). Generalize este re- 
sultado para uma base qualquer b > 2. 


Sugestão: Veja como foi justificado o critério de divisibilidade por 9 no 
nosso sistema de numeração. 


(Fuvest-88) 
labe 
x 3 
a be 4 


y ç 
Acima está representada uma multiplicação, onde os algarismos a, b e c 
são desconhecidos. Qual o valor da soma a + b + c? 

a) 5 qu BRU 

b) 8 a) 14 


58. O produto de um número de três algarismos por 7 termina à direita em 
638. Ache esse número. 


59. a) Na divisão euclidiana de a por b, o quociente é 105 e o resto 304. 
Qual o maior número de que se pode aumentar dividendo e divisor 
sem que o quociente se altere? 

b) E se q = 355 e r = 4 623? 


Resolução de a): Por hipótese a = b - 106 + 304 (304 < b). Acrescen- 
tando x ao dividendo e ao divisor, se 106 é o quociente da divisão de a + x 
por b + x, então (segundo 4 2): 
(b+x)-106€<a+x<(b+x): 107 
Subtraindo 106b + x de cada um dos termos: 

105x < 304 <b + 106x 


A última desigualdade se verifica para todo x pois 304 < b. Assim basta 
estudar 105x «< 304 que fornece as soluções x = 0,1 ou 2. A resposta é 
então o número 2. 


60. Se o algarismo das centenas do produto a5 - 164 é 9, determine a (a re- 
presenta um algarismo de nosso sistema de numeração). 


61. Quantos números há num sistema de numeração de base b, formados de 
n algarismos? Qual o menor deles? (Escreva-o em função de b.) 


6. Máximo divisor comum 


DEFINIÇÃO 2 Sejam a, b € IN. Um número d E IN se diz máximo 
divisor comum de a eb se: i djae d|b; ii sec é um número natural tal que cla 
eclb, então cjd. a 

Por exemplo, sejam a = ô e b = 8. Indicando por D, o conjunto dos di- 
visores de x E IN, então 

De = {1,2,3,6} e Do=(1,2,4,8) 
do que segue: 
Ds N Da = {1, 2} 
Observemos que: i 2]6, 218; ii se c|6 e cl8, então c = 1 ou c = 2 e portanto 
c2. Donde 2 é máximo divisor comum de 6 e 8. 


as 


Mostremos, de um modo geral, que não pode haver mais que um máxi- 
mo divisor comum de a c b. De fato, sc dc d’ satisfazem a definição 2, então 
d’ |d (pois d’ Jac d' |b) edd’ (pois d|a, db e d’ é, por hipótese, máximo divi- 
sor comum de a e b), o que implica d = d’. Usaremos a notação d = mdc (a, b) 
para indicar o máximo divisor comum de a e b. Da definição decorre directa- 

- mente que mde (a, b) = mde (b, a). 

Quanto à existência de máximo divisor comum, examinemos primeiro o 

caso a = 0 e b qualquer e mostremos que então b = mdc (0, b). De fato: 

* bJ0cblb 

e se c|0 e c)b, obviamente c|b 

Em particular mdc (0, 0) = 0. Note-se que neste último caso o máximo divisor 
comum não é o maior dos divisores comuns: como 1|0, 210, 310, ... não há 
um maior divisor comum para 0 e 0. 

Para a hipótese em que a # 0 e b # 0 precisaremos das duas proposições 
a seguir. 


PROPOSIÇÃO 1 Se alb, então mde (a, b) = a. 


Demonstração: De fato, aja e a|b (hipótese). E se c |a e c }b, é óbvio 
quec]a. = 


PROPOSIÇÃO 2 Se a=bq+r e d= mde (a, b), então d = mde 
(b, r). E se d = mdc (b, r), então d = mdc (a, b}. 


Demonstração: Como d = mde (a, b), então dja e d|b. Desta última 
relação resulta que d|bq. Logo d|(a — bq), ou seja, d|r. Por outro lado, se 
clbe cjr, então c}(bq + r) devido a d,,item 4.1; como bg + r = a, então c |a 
eclb, o que implica c|d, já que d = mdc (a, b). 

A segunda afirmação se prova de maneira análoga. L] 


Retomemos agora a questão da existência de máximo divisor comum. 
Para provar a existência aplicaremos, sucessivamente, a partir de a e b, o 
algoritmo da divisão da seguinte maneira: $ 


a= bq, +r, (m, <b) 
b = q +rara< 1i) 
T: = T20; + r3 (T3 < r2) 


É claro que, se acontecer de r, ser nulo, então a proposição 1 nos garante que 
b = mdc (a, b) e o processo termina na primeira etapa. Mas, de qualquer ma- 
neira, na sequênciab >r, > r, > r, >... para algum índice n deverá ocorrer 
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ra = 0. De fato, se todos os r; fossem não nulos, então (b, r,, ra, ...) não 
teria mínimo, o que não é possível. Ássim, para algum n: 


Como consegiiência das proposições anteriores, obtém-se então o seguinte: 
mde (fai, Tn) = mde (r,.4, Eno) =... = mde (b, r,) = mde (a, b) 
Ou seja: 


r, 


Ta = mde (a, b) 


Essa demonstração obviamente é construtiva e o dispositivo prático que 
se costuma empregar para aplicá-la é conhecido como processo das divisões su- 
cessivas. i 


Exemplo 7: Achemos, por esse processo, mdc (41, 12). 
41=12.3+5 


5.2+2 
2.241 


Logo, 1 = mde (41, 12). Usualmente procede-se assim: 


312/]2]2 


ali |5 [2 16) 


5 2 1 0 


Recorendamos.comparar esse quadro com a sucessão anterior de igualdades. 


DEFINIÇÃO 3 Dois números naturais a e b se dizem primos entre si - 


se mdc (a, b) = 1. Neste caso diz-se também que a é primo com b ou vice-versa 


Exemplo 8: Dois números consecutivos a e a + 1 são sempre primos 
entre si. 

De fato, é claro que 1Ja e 1|(a + 1). Agora, se cla ecl(a + 1), então 
cllta + 1) — a], ou seja, clt. 


PROPOSIÇÃO 3 Sed = mdc (a, b), então mde (sa, sb) = sd, para 
todos E IN. 
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Demonstração: Multipliquemos por s cada uma das igualdades obti- 
das pelo algoritmo da divisão no processo das divisões sucessivas que leva a d, 
a partir de a e b: 
sa = (sbJq, + sr, 
sb = (sr, Xq + sro 


Sraa = (SFa.1)dn + Srn 
Stai = (8a 1 
Às proposições İ e 2 nos garantem então que: 
sd = sr, = mde (sr, 1,815) =... = mdc (sb, sr,) = mdc(sa,sb) 8 


COROLÁRIO 1 Sea,bEN'ed=mdc(a, b) enāomd( $, $ )=1. 


Ou seja: É e E são primos entre si 


Demonstração: Como 


a b a b ; 
d = mde (a, b) = mde (a Aa b)oqme (2, b e d # 0, então: 
mde(3, $)= 1 ] 


COROLÁRIO 2 Se albc e mde (a, b) = 1, então ale. 


Demonstração: Da hipótese mdc (a, b) = 1 decorre, levando em con- 
ta a proposição 3, que 
mdec (ac, be) = c 


ale. 


COROLÁRIO 3 Se a e b são divisores de c + 0 e mdc (a, b) = 1, 
então able. 


Demonstração: De mdc (a, b) = 1 decorre, em virtude da proposi- 
ção 3, que mdc (ac, bc) = c. Mas ab |ac, pois bJc c ab |bc já que alc. Logo ab 
divide mde (ac, bc), isto é, ab |c. > a 
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Como abc por hipótese e obviamente afac, então ajmde (ac, be). Ou seja 
E 


Por exemplo, para que um número seja divisível por 6 é necessário e 
suficiente que seja divisível por 2 e por 3 já que mdc (2, 3) = 1, 


Generalização: A definição de máximo divisor comum pode ser es- 
tendida de maneira óbvia para três ou mais números. Para o cálculo do máxi- 
mo divisor comum de três números, por exemplo, pode-se lançar mão do se- 
guinte resultado: 


mdc (a, b, c) = mdc (mdc (a, b), c) = mde (a, mde (b, c)) 


Provemos a primeira dessas igualdades. Seja d = mdc (a, b, c). Então dļa, 
dlbe dfc. Das duas primeiras dessas relações segue que d|mdc (a, b). Assim: 
d|mde (a, b)e dc. Seja, agora, k um divisor de d, = mdc (a, b) e de c. Como 
dila e dı|b, pela transitividade chega-se a que kJa, k|b e k Jc. Logo k [d pois 
d = mdc (a, b, c). A demonstração fica completa considerando-se a unicidade 
do máximo divisor comum. 

Achemos; por exemplo, mdc (6, 8, 20). 


mde (6,8)=2 


Como, ademais, mde (2, 20) = 2, pois 2/20, então: 
mde (6, 8, 20) = 2. 


7. Minimo múltiplo comum 


DEFINIÇÃO 4 Um número m se diz mínimo múltiplo comum de 
a, b € IN se: i afm e b|m (m é múltiplo de a e deb) ii a|m’ e bjm' = 
mim" (todo múltiplo de a e b é também múltiplo de m). 

Sem em, satisfazem essa definição, então m |m; (pois m, é múltiplo de 
a e b) e m,|m (já que m é múltiplo de a e be m, é mínimo múltiplo comum 
de a eb). Logo m=m,. Ou seja, dois números a e b não podem ter mais 
que um mínimo múltiplo comum. Se m é mínimo múltiplo comum de a € b, 
usaremos a notação m = mmc (a, b). Da definição decorre diretamente que 
mmc (a, b) = mc (b, a). 

Quanto à existência de mínimo múltiplo comum, consideremos inicial- 
mente o caso a = 0 e b qualquer. Mostremos que mmc (0, b) = O. De fato: 


* 0]0e bjo (pois 0 =b- 0) , 
e Olm ebjm' » Olm’ 
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Para os demais casos a garantia de existência é dada pela 


PROPOSIÇÃO 4 Para quaisquer a, b € IN*, se d= mdc (a, b), 
então m = + é o mínimo múltiplo comum de a e b. 

Demonstração: Notemos primeiro que como d |(ab) (pois da e db), 
entãom EIN. 


i Como, evidentemente, 
RE 
do do 


então a/m. Analogamente se mostra que bfim. ~ 
ii Seja m’ um múltiplo de a e de b e suponhamos m’ = ar e w = bs. Então 
ar = bs e portanto: 


a b 
aT’ 
Daí ERA ono ade [0 5 en 
aí segue que q divide -7$ e, como me dºglo ão ais 
(corolário 2 — proposição 3). Assim 
wody 
a 
para algum t € IN e como m’ = bs, obtemos 
5 a ab 
m -bqt= q tem 
ou seja: m| m’. á B 


COROLÁRIO Se a € b são primos entre si, então mmc (a, b) = ab. 


De fato, comb d = mde (a, b) = 1, então mmc (a, b) = Ea =ab. E 


Nota: Sejam a, b € IN*. Pelo que vimos 2 =m €M, N M,. Mas 


0€ MM, e como m > 0, então m não é o menor dos múltiplos comuns de 
aeb. Na verdade, neste caso m = mme (a, b) é o menor dos múltiplos comuns 
não nulos de a e b. 
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Exemplo 9: Vamos usar a proposição anterior para achar mme (20, 8). 
Como 


mdc (20, 8) = 4 


então mmc (20, 8) = As =40. 


PROPOSIÇÃO 5 Se m= mmc (a, b), então mme (sa, sb) = sm, 
para qualquer s € IN 


Demonstração: Quando a = 0 ou b= 0, então m = 0 e sa = 0 ou 
sb = O; daí mme (sa, sb) = 0 = sm. Se s = 0, ficamos com mmc (0, 0) = 0, 
que também é verdadeira. Suponhamos por fim a, b e s não nulos; levando em 
conta as duas proposições anteriores: 
sa sb sè ab ab 
mde (sa, sb) ` smdc(a,b) ` ° mde (a, b) ` 


mme (sa, sb) = 

= smmc (a, b). 
Generalização: A extensão do conceito de mínimo múltiplo comum 

em IN para 3 ou mais números se faz naturalmente. No caso de 3 números, 


por exemplo, o cálculo pode ser feito com base na seguinte propriedade cuja 
demonstração omitimos (recomendamos como exercício): 


mmc (a, b, c) = mme (a, mme (b, c)) = mme (mme (a, b), e) 
Por exemplo: 


mme (3, 5, 20) = mme (mme (3, 5), 20) = mme (15, 20) = 60 


EXERCÍCIOS 


X 


62. Ache: 
a) mdc (648, 140) e mme (648, 140) 
b) mdc (60, 132, 64) e mme (60, 132, 64) 


a. O máximo divisor comum de dois números é 48 e o maior deles é 384. 
Ache o outro número. 


49 


64. 


65. 


"66. 
67. 


68. 


es, 


70. 


71. 


72. 
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Resolução: Seja b o número procurado. Como m =8, então 


3 <Bemd (s, 3) = 1 (corolário 1, propos. 3). Assim os valores 
possíveis de È são 1, 3, 5 ou 7 e portanto b = 48, 144, 240 ou 336. 


O máximo divisor comum de dois números é 20. Para se chegar a esse re- 
sultado pelo processo das divisões sucessivas, os quocientes encontrados 
foram, pela ordem, 2, 1, 3 e 2. Ache os números. 


Encontre dois números naturais cuja soma é s = 304 e cujo mde é 16. 


Resolução: Se a e b são os números, então 304: 16 = a: 16 + b : 16 = 
= 19. Como mde (a: 16, b ; 16)=?,entãoa: 16 e b | 16 podem ser 
iguais a: 1e 18, 2e 17, 3e 16, 4e 15,5€ 14,6c 13,7e12,8e 11,9€ 10 
(as demais possibilidades nada acrescentam à resposta). Logo as soluções 
são: 16 e 288, 32 e 272, ..., 144 e 160 (9 ao todo). 


Ache dois números cujo produto é 4 800 e seu mdc é 20. 
Prove que mdc (n, 2n + 1) = 1, para todo n € IN. 
Demonstre que dois números ímpares consecutivos são primos entre si. 


Resolução: Se r é um divisor comum aos dois números, então r divide 2, 
que é a diferença entre o maior e o menor, Logo r = 1, pois r não pode 
ser par, uma vez que é divisor de números ímpares. 


Se n e k são números naturais não nulos e mdc (n, n + k) = 1, prove que 
mde (n, k) = 1. 


Se a, b € IN, prove que mdc (a, ab + 1) = mdc (b, ab + 1) = 1. 
Prove que mdc (a + bc, b) = mdc (a, b), para quaisquer a, b, c € IN. 


Resolução: Seja d = mdc (a, b) e provemos que d = mde (a + be, b). 
Como dļa e d|b, então d divide a + be. Seja r um divisor de a + bc e de 
b; de r|b resulta que r |bc; então ri(a + bc) e r|(bc) e portanto r |a; divi- 
dindo a ¢ b, então r|d = mde (a, b). 

(Magistério 1º e 2º graus — SP-86) Sendo q um número natural dife- 
rente de zero e A, = {n € IN: n é múltiplo de q), a frase verdadeira é: 
a) A, U A, = An 


76. 


77. 
7. 


80. 


8i. 


b) se p + q, então A, NA = 

c) ser EA, r * 0, então A, CA, 
d) existe q € IN, q > 0, tal que A, = Ø 
e) A, N A, = A,, onde r = mdc (p, q) 


» Se a e b são números naturais primos entre si, prove que mdc (a + b, 


a’ + ab + b’)= l. 


. Sea, be csão números naturais eb |c, prove que mde (a, b)= mdc (a+c, b). 


» Se a, b e c são números naturais não nulos, prove que mdc (a, b) é um 


divisor de mdc (a, bc). 

Se mdc (a, c) = 1, prove que mde (a, bc) = mde (a, b), para todo b EIN. 
Resolução: Da hipótese decorre que mde (ab,bc) =b. Como porém 
mdc (ab, bc) é divisível por mdc (a, bc), devido ao exercício 75, então 
mdc (a, be)/b; observando que mdc (a, bc)|a, conclui-se então que 
mde (a, bc)jmde (a, b). Levando em conta que mdc (a, b)|mdc (a, bc), 
ainda devido ao exercício 75, fica estabelecida a igualdade do enunciado. 


Se mde (a, 4) = 2 e mdc (b, 4) = 2, prove que mdc (a + b, 4) = 4. 


Sejam a, b e c três números ímpares arbitrários. Prove que: 


atb ate b+c 
mde (a, b, c) = mde E “DB ) 


. Prove que o produto de três números naturais consecutivos é divisível 


por 6. 
Sugestão: Se 2Ja e 3Ja, então 6|a, pois mdc (2, 3) = 1. 


(Unicamp-88) Os planetas Júpiter, Saturno e Urano têm períodos de 
revolução em torno do Sol de aproximadamente 12, 30 e 84 anos, respec- 
tivamente. Quanto tempo decorrerá, depois de uma observação, para 
que cles voltem a ocupar simultaneamente as mesmas posições em que se 
encontravam no momento da observação? 


Determine todos os números de três algarismos divisíveis por 8, 1ł e 12. 


. Determine o menor número natural que dividido por 12, 20 e 38 dá o 


mesmo resto 10, 1180 
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83. (Cesgranrio-88) Seja N um inteiro tal que 200 < N < 300; seja igual a 2 
o resto da divisão de N por 3, por 5 ou por 8. Então a soma dos algaris- 
mos de N é: 


a)5 b) 7 c) 8 d) 10 e) 12 


+ 84. Ache dois números naturais conhecendo seu mdc 12 e seu mme 240. 


Resolução: Sejam a e b os números. Então 12 - 240 = ab, 'em virtude 


Ea sab Fa 
da proposição 4. Daí 77 + qg = 20, e como mdc (x Rar 
A b a Eoy NAS 
então ES le p7 20, ou i7 te T~ 5. As possíveis solu- 


ções são, portanto: 12 e 240 ou 48 e 60. 
85. Ache dois números naturais cuja soma é 120 e cujo mme é 144. 


86. Seja m o mínimo múltiplo comum de dois números naturais não nulos 
aeb. Prove que: 


mãe (MM) 1 


8. Números primos 


DEFINIÇÃO 5 Um número p EIN se diz primo sei p + Oep # 1; 
ii Os únicos divisores de p são 1 e p. Um número a € IN, a # 0 e a + 1, é 
chamado composto se a não é primo. Assim, um número composto sempre pode 
ser fatorado num produto a = bc, onde bt 1 ec + 1. 

Observemos que O e t não são primos nem compostos. 

Por exemplo: o número 2 é primo pois, se a| 2, então 0< a< 2 e por- 
tanto a = 1 ou a = 2. O número 2 é o único primo par pois, se a > 2 é par, en- 
tão a = 2q onde q > 1 e portanto 1, 2 e q são divisores de a, distintos entre si. 


PROPOSIÇÃO 6 Se p é primo  plab, então p |a ou p|b. (Por indu- 
ção: se p é primo e p |(a; az ), 1 > 1, então p divide algum dos a;.) 


Demonstração: Suponhamos a # 0 e b + 0 (o caso a = O ou b= 0 é 
imediato). Admitamos que pía c provemos que mde (a, p) = 1. De fato, se 
cla e clp, então c = 1 ou c = p (pois p é primo); como porém pfa, então 
. O corolário 2 da proposição 3 nos assegura então que p|b. = 


PROPOSIÇÃO 7 Seja a € IN, a + 0 e a + 1. Então o mínimo de 
S = (x EN: x > 1 ex|a}é um número primo. 


Demonstração: S + Ø pois a € S. Seja p o mínimo de S. Se p não 
fosse primo, como p + 0e p * 1, entāo existiriam b, c E€ IN,b # 1ec + 1,de 
modo que p = bc e daf b < p. Como b, por ser um divisor de p, também di- 
vide a, então b é um divisor de a menor que p, além de diferente de 1. Este 
absurdo mostra que p é primo, C] 


TEOREMA 3 (teorema fundamental da oritmética); Para todo número 
natural a > 1 existem números primos p), pp -.., Pe (r > 1), de maneira que 
a= pi ` Pa... Pr- Além disso, se também a = q, : qz --. q, (5 > 1), onde os 
q; são igualmente primos, então r = s e cada p; é igual a algum dos qj. 


Demonstração: 

a) Usaremos o segundo princípio de indução. Se a = 2, como 2 é primo, a 
afirmação de existência é trivialmente verdadeira. Suponhamos a > 2 o 
teorema válido, em sua primeira afirmação, para todo b, 24 b < a. 
A proposição anterior nos garante que a admite um divisor primo p; : a = 
=p; a (a, E IN*). Sea, = 1 ou a, é primo, a demonstração se encerra. 
Caso contrário, visto que então 2 <a, <a, a hipótese de indução nos 
assegura que há r— 1 primos Pz, ..., Pr (r-— 1 >1) de modo que 
aj =p Ps... pe Dondea = Pi © po... pr. 

b) Em rigor teríamos que raciocinar por indução. Mas não seremos formais 
nesta parte. 

Se Pi © Pz >- P: = qu" q... Gs, conforme o enunciado, então p; divide o 
segundo membro e portanto (proposição 6) divide um de seus fatores, di- 
gamos q,. Sendo apenas 1 e q, os divisores de q, e sendo p, + 1, então p, 
= qı. Cancelando p, com q, na igualdade inicial, obtemos p; ` Pp; ... p, = 
= qz’ q; -.. q,- Repetindo essa argumentação o quanto for necessário, 
chegaremos à unicidade conforme o enunciado. É claro que não poderá 
ocorrer ao fim algo como 1 =q,,; ... qe, pois isto implicaria q,| 1, o que 
não é possível pois q, é primo. = 


Exemplo 10: O processo prático elementar usado para decompor um 
número em fatores primos é baseado nos resultados anteriores. Por exemplo, 
sea = 84, faz-se: 


8 |2 

42|2 

2/3 84=2.2.3.7=22.3.7 
7|7 

1 
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A explicação é a seguinte: o menor divisor de 84, excluído o 1, É primo (no 
caso o 2); o menor divisor de 42, excluído o 1, também é primo e é igualmente 
divisor de 84 (no caso o 2). É claro, então, que esse raciocínio leva à decompo- 
sição de 84 em fatores primos conforme o teorema 3. 


, Exemplo It: Do que vimos decorre que todo número primo ou com- 
posto admite um divisor primo, Isto é muito útil às vezes, como para resolver 
o seguinte exercício); “Prove que se a e b são primos entre si, então ab € 
a + b também são primos entre si,” 

Suponhamos mdc (ab, a + b) = d > 1. Então d admite um divisor pri- 
mo p que, por sua vez, também é divisor de ab e a + b, Ora, se pfab, então 
pla ou p|b. Supondo pla, como pl(a + b), então p]b pois b = (a + b) — a. 
Logo, p|mdc (a, b), o que é absurdo pois mdc (a, b) = 1. 


8.1 Sobre a decomposição em fatores primos 


I Na decomposição a = pipz ... Pr, conforme o teorema 3, é claro que nem 
sempre todos os fatores são diferentes entre si. A reunião de possíveis fato- 
res iguais leva à expressão 


aspi pto pr 


onde 1 < s < r, p; + pj sempre que i +j e a > 1 (i= 1, 2, .-., 3). Se, 
além disso, impusermos p, < pz < ... < Pa, teremos a chamada decomposi- 
são canônica de a. 

II Pode ser conveniente às vezes que, ao lidar com dois ou mais números 
maiores que 1, estejam eles escritos como potências dos mesmos primos. 
Isso é possível, obviamente, desde que se utilizem expoentes nulos, como 
no exemplo a seguir: 

1200=2'.3.5.7º e 350=2:3º.52.7 

HI De Ie II decorre, considerando ainda o teorema fundamental da aritmé- 
tica, o seguinte critério: 

Dado a = pi'- p? ... ps”, conforme I ou II, então um número b é 

divisor de a se, e somente se, b = p% - p? ... pé, onde 0 < fi < a, 

(i=1,2,...,s). De fato, se bja, o teorema fundamental da aritmética 

obriga a que não haja fatores primos de b que não sejam fatores primos 

de a. Mas nem todos os fatores primos de a precisam estar na decomposi- 


(°) Concurso de Ingresso ao Magistério de Primeiro c Segundo Grau do Estado de São Paulo — 
1986. 
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ção de b em primos. Daf os possíveis expoentes nulos em fatores de b, 
mesmo que não os haja em a. Quanto à recíproca, tomando c = p% - pº,.. 

.. př, onde y; = a; - fi (i = 1, 2, ..., $), entãocEINec-b= a, Logo 
bla. 


Exemplo 12: É possível provar, usando as observações anteriores, 
que, para todo k > 1: 


a*|b*t =» alb 
Justificaremos esse fato para k = 2. Seja b = pi! - pf... pf, conforme I. En- 
tãob? = pr. pit... pit. Comoala?e a!b? (hipótese), então não figu- 
ram em a fatores primos outros que pi, s» Ou seja: a = pi! po... po, 
onde a, > 0 (i = 1, 2, ..., s). Loga 


a= pi’ epr? pot 
e 0 < 2a; < 2B; (1 < i < s), em virtude da hipótese de que a'b’. Mas então 
0 & «a; < f, para todo índice i e portanto ajb. 


Exemplo 13: Fórmula do número de divisores 

Para todo a € IN", indica-se por (a) o número de divisores de a. Por 
exemplo: T(1)= 1, 1(2)= 2, 1(3)= 2, 1(4)= 3 (os divisores de 4 são 1, 2, 
4 — três no total). Se pé primo, então T(p) = 2. Note-se que 7 é uma função 
numérica definida em IN*. 

Vamos determinar uma fórmula para T(a), sempre que a > 1. Supondo 


a= pi př o pelas -s a, 1) 
conforme I, então, levando em conta que 


bla = b=pi pr... pt (OAK ai= 1,2., s) 


a questão pode ser encarada sob o ponto de vista da Combinatória: como cada 
B: pode assumir, independentemente, os a; + 1 valores 0, 1, 2, ..., œ, então: 


Ta) = (e, + 1) (æ + 1... (@, + 1) 


Por exemplo, quantos divisores tem o número 48? Como 48 = 2 
então 


4) =(4+ 1) -(1+1)=10 
IV Considerando o tipo de decomposição fornecida por II, pode-se provar 
que para quaisquer números não nulos a e b, se 


a= pr p? 


Poe bapi- pt.. 
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ese y; = min (a;, f;), então 


d= p}! -př p} 
éo máximo divisor comum de a e b. 


-De fato, pelo que já vimos em IJI, d|a e d|b. Agora, se c € IN é um divi- 
sor de a e b, então (ainda devido a m) 


àj ES 
c= pi p... pë 


onde 0 < À, ae0 < 4< fi (i= 1,2, 
desses índices, i: 


+.» 8). Mas então, para cada um 


0<A< mina, B} = y; 


pois min (a;, 84) = a; ou min (a, fi} = B,. Donde c |d. 
Por exemplo, sea=48=2*.3eb=-50=2-5?,como48=92*.3-5º 
e50= 2. 3°. 5}, então: 


mde (48, 50) =2: 3°- 5°=2 


A regra elementar segundo a qual o máximo divisor comum de dois 
números naturais não nulos é o produto dos fatores primos comuns, cada um 
com o menor expoente, é apenas uma versão do resultado-deste item. 

V Se ae b são naturais não nulos que se fatoram, consoante II, como 


aspie pr... p” e b=pi.pê 


e se d; = max {a,, fi) (1 < ìi < $), então 


m=pi -pr ... p 
é o mínimo múltiplo comum de a e b. 
Que é Ega decorre diretamente de III. Além disso, se m’ = 


. p” é múltiplo de a e de b, então À, >a;>0 e A>8,>0 


AE E +58). Logo À, > max la, Bi} = dG < i < 3) e então mjm' 
Por exemplo: 


mmc (48, 50) = 2* - 3 - 5? = 1 200 


8.2 Números primos: um conjunto infinito 


Há 168 números primos entre 1 e 1 000, 135 entre 1 000 e 2 000 e 127 
entre 2 000 e 3 000, Os dados de que dispomos hoje a respeito vão muito além 
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mas, mesmo com os computadores eletrônicos, há limitações para pesquisas 
nesse sentido. Contudo, já nos elementos, de Euclides, apareceu uma demons- 
tração, que será reproduzida aqui, garantindo que o conjunto dos números 
primos é infinito. 

Um conjunto A # Ø se diz infinito se, para todo n > 1 (n € IN), não é 
possível estabelecer uma correspondência biunívoca entre (1, 2, ..., n} e A. 

Mostraremos primeiro que há em IN intervalos arbitrariamente grandes 
sem números primos. 


PROPOSIÇÃO 8 Para todo n € IN" há uma seqüência de n núme- 
ros naturais consecutivos na qual nenhum elemento € primo. 


Demonstração: Seja n! = 1-2-3... ne consideremos a sequência 
(n + 1)! + 2, (n + 1)! + 3, ..., (n + 1)! + (n + 1) que, é claro, tem n núme- 
ros naturais. Mostremos que nenhum deles é primo. Para todok, 2<k < n+ 1, 
como 


m+Di=(0+n.k..2:t 


então k|[(n+ 1)! + k] pois divide cada parcela dessa soma. Como 2 < k < 

< (n+ 1)! +k, então efetivamente nenhum dos números (n + 1)! +k é 

primo. s 
Por exemplo, se n = 5, então na sequência 


6! + 2 = 722, G! + 3 = 723, 6! + 4 = 124, 6! + 5 = 725 
e6!+6= 726 


nenhum número é primo. z 


PROPOSIÇÃO 9 (Euclides) O conjunto dos números primos é infi- 


nito. 


Demonstração (por redução ao absurdo): Vamos supor que fosse fini- 
to. Então existiria um número natural r > 1 tal que seria possível indicar to- 
dos os números primos da seguinte maneira: p,, Pz, ---» pr- Consideremos o 
número natural 


n=p Pr- Pt] 
Como, pela proposição 7, n admite um divisor primo p e pi, Pz» ---, P: São, 
por hipótese, todos os números primos, então p = p; para algum i (1 < i < r). 


Assim, p|n e pi(p, Pa... Ps... Po), O que implica que p| 1, pois 1 =n — pipa... 
p.- Absurdo. Então, realmente, há uma infinidade de primos. = 


57 


83 O crivo de Eratóstenes 


Neste item estabeleceremos um critério para determinar se um número 
é primo ou não e um processo (chamado crivo de Eratóstenes) para encontrar 
todos os primos de 1 até um certo n € IN*. A razão do nome dado ao processo 

* é que, para aplicá-lo, parte-se de um quadro formado pelos números naturais 
de 1 a n do qual sc vão climinando, por etapas, os elementos que não são 
primos. 

Eratóstenes de Cirene (aprox. 280-192 a.C.) foi um sábio de atividades 
várias: além de matemático foi astrônomo, geógrafo e filólogo. Quando tinha 
cerca de 40 anos de idade passou a dirigir a célebre biblioteca de Alexandria. É 
mais conhecido, provavelmente, pela medição que fez, bastante boa para a 
época, da circunferência da Terra. 


PROPOSIÇÃO 10 Sen > 1 é um número composto, então há um 
número primo p tal que: 


plnep'an(es p< Vn) 


Demonstração: Por hipótese, n pode ser decomposto da seguinte 
maneira: 


n=ab(24a<b<n) 


Logo, n= ab > a°. Seja p um divisor primo de a. Então p?|a? e portanto 
P? « a”. Donde p° < n, o que pode ser traduzido por p < Va. 
Consegiiência: Se um número n > 1 não é divisível por nenhum dos 
primos p < Vn, então n é primo. 
De fato, se fosse composto, pela proposição 10 admitiria um divisor pri- 
mo menor ou igual a Vn. 


Exemplo 14: O número 271 é primo ou composto? Primeiro observe- 
mos que 16 « V271 < 17. Os primos que não superam 16 são: 2, 3,5, 7, 11 
e 13. Mas nenhum deles é divisor de 271. Logo, este número é primo. 

Explicaremos agora o procedimento do crivo de Eratóstenes. Inicial- 
mente faz-se uma tabela com os números de 2 a n. No quadro obtido devem 
ser cancelados todos os múltiplos de 2, exceto o 2, todos os múltiplos de 3, 
exceto o 3, os de 5, exceto o 5, e assim por diante. É claro que dessa forma não 
sobrarão senão números primos sem ser atingidos. Mas é importante saber, 
nesse processo, em que primo p parar, por serem desnecessárias as etapas se- 
guintes. A resposta é: 2 < p < Vn. 

De fato, seja a um número natural, 2 < a < n. Se a é composto, então 
existe um primo p tal que pļa e p < Va. Daí se conclui que p < Vn. Logo, o 
número a será efetivamente cancelado quando se aplica o processo para os pri- 


mos p € Vn. 
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Exemplo 15: Achemos todos os números primos < 50. Como 
7 < V50 < 11, então basta trabalhar com os primos 2, 3, 5 e 7. Assim 


2 34 54 7858 M 
URN G MNN K7 RDA 
EEEE ERRER 
31 
RAR RD 


Observe que o 49 foi cancelado na última etapa necessária do processo. 


8.4 Os números de Fermat 


Deixaremos para demonstrar no capítulo seguinte (por ser mais cômodo 
naquela altura) que se p = 274 1 (m € IN*) é primo, então m é uma potên- 
cia de 2 (exercício 249). 

Talvez esse fato, aliado à preocupação de encontrar fórmulas que forne- 
cessem apenas números primos, tenha levado Pierre de Fermat (1601-1658) a 
afirmar a recíproca desse resultado. Com efeito, em carta de 1640 dirigida 
a seu amigo Bernard Frenide de Bessy dizia, embora confessando não ter uma 
prova, que todos os números 


F= %41  (n>0) 


(hoje chamados números de Fermat — daí a notação F,) são primos. 

Como ele próprio só havia calculado Fy, Fi, F}, F, e F; (todos primos) e 
certamente não teve condições de verificar a validade dessa afirmação para 
n > 5, mais tarde chegou a achar que estava errado. E, de fato, embora Fer- 
mat tivesse se notabilizado pelo acerto de várias conjecturas importantes, neste 
caso falhou. Em 1732 Leonard Euler (1707-1783), o maior matemático do 
século XVIII, provou que F; é divisível por 641 e portanto é composto. Curio- 
samente, para n > 5, todos os casos decididos até hoje contraditaram a con- 
jectura de Fermat. Por exemplo, sabe-se atualmente que F, é composto para 
todo n, 5 $ n § 16. 

Mas apesar disso o assunto não morreria por af. Em 1796, mais de um 
século e meio depois da citada carta de Fermat, o matemático Karl F. Gauss 
(1777-1855) provou que um polígono regular de n lados é construtível com ré- 
gua e compasso sc, € somente se 


n= (2 > 1) oun = Žp, pz... pe (k > 0) 
onder > 1 e os p; são primos ge Fermat, distintos entre si quando r > 2 — 


um fato com toda a certeza insuspeitado por Fermat. 
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Vale registrar que nessa ocasião Gauss não atingira ainda os 20 anos de 


idade e que, desde os tempos de Euclides (séc. TI a.C.), nenhuma contribui- 
ção significativa fora dada a esse assunto. 


. EXERCÍCIOS 


87. 


88. 


89. 


91. 


92. 


93, 


94, 


(Fuvest-B4) Sejamm=28.3º.5!,n=2"-3.5ep= 2.5". 

a) Quantos divisores de m são múltiplos de 100? 

b) Escreva as condições que devem satisfazer r, s e t para que n seja divi- 
sor comum de m e p. 


Decomponha em fatores primos: 


a) 51 262 b) 20 305 c) 123057 


Dados a, b, c E IN, através de sua decomposição canônica: 
a=3".19.71",b=2.3º.19.61,c=2!. 192.71, ache: 
i) mde (a, b) iii) mdc (a, b, c) 
ii) mde (b, c) iv) mme (a, c) 


v) mmc (a, b) 


. (Magistério — 1º e 2º graus — SP-86) Sejam a e b números naturais, 


não primos entre si, cujo produto é 420. O máximo divisor comum de 
aebé: 


a) 1 b) 2 ©) 3 a) 5 e) 7 
Verifique se são primos ou não os números: 269, 287 e 409. 


Ache três pares de números a, b € IN de modo que mde(a, b) = 11 e 
mme(a, b) = 22.112. 295. 


a) Mostre que todo número primo é da forma 4k + 1 ou 4k + 3. 
b) Mostre que todo número primo é da forma 6k + 1 ou 6k + 5. 


Resolução de a: Pelo algoritmo da divisão, aplicado a um número a EIN 
(dividendo) e a 4 (divisor): a=4k, a=4k+1, a=4k+2 e 
a = 4k + 3. O primeiro e o segundo casos representam números compos- 
tos (são múltiplos de 2). Restam: a = 4k + 1 ou a = 4k + 3, 


(Fuvest-77) Sejam a e b números naturais e p um número primo. 
a) Se p divide a? + b? e p divide a, então p divide b. 

b) Se p divide ab, então p divide a e divide b. 

c) Se p divide a + b, então p divide a e divide b. 


95. 


96. 


97, 


98. 


d) Se a divide p, então a é primo. 

e) Se a divide be p divide b, então p divide a. Qual dessas afirmações é 
verdadeira? 

Se a soma de dois números naturais não nulos é um número primo, prove 

que esses números são primos entre si. 


Se m = mmc (a, b), mostre que mdc (a + b, m) = mdc (a, b), sempre 
quea, b >0. 
Resolução: Seja à = mdc (a, b). Como mde (4 a 2) = 1, então 


ide [5 + 4 A J): (ver exemplo 11). Daf (propos. 3): 
mde (2 + b, a) = d. Ou seja: 


d 
mdc (a + b, m} 


d= mde (a, b) 


Por meio do crivo de Eratóstenes, ache todos os números naturais primos 
menores que 150. 


Mostre que todo primo da forma 3n + 1 é necessariamente da forma 
em+1. 


. Prove que todo número natural do tipo 3n + 2 admite um divisor do mes- 


mo tipo. 
Resolução: Os divisores primos de 3n + 2 são de dois tipos: 3r + 1 e 
3s + 2. Se todos fossem do primeiro tipo, então: 


3In+2= (3r, + 1) (3r + 1)... (3+ 1)=3r +1 


o que não é possível. 


100. Se p é um número natural primo e se a é um inteiro tal que 1 < a < p, 


prove que p divide (eh 


teres) ed caem 


a! 


101. Seja n > 2. Mostre que entre n e n! existe um primo p. 


Sugestão: Considere n! — 1 


102. Sejam a, b e p números naturais, sendo p primo. Se mdc (ab, p) = 1, 


prove que: p**'|(ap" + bp”) =» k=sepl(a+b). 
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103. Se a e b são números naturais primos entre si, prove que a°, b” também 
o são, para quaisquer n, m E IN. 


Resolução: Vamos supor mde (a”, b") + 1. Então a” e b" admitem 
um divisor primo comum p. Sen = 1, então pla; sen > 1, então pļa ou 
pla"-*; por indução: pla. Analogamente p|b. Absurdo. 


104. Se 2" — 1 (n > 2) é primo, prove que n também é primo. 
Sugestão: Se n fosse composto, n = rs (r, s > 1), então 2º — 1 poderia 


ser fatorado não trivialmente (em fatores maiores que 1) segundo a fór- 
mula do exercício 25-d. 


105. Qual o menor número natural que admite t5 divisores? E o menor que 
admite 20 divisores? 


106. Prove que um número natural não nulo tem um número ímpar de divi- 
sores se, e somente se, esse número é quadrado perfeito. 


107. Mostre que “(n) = 2 se, e somente se, n é primo. 
108. Determine a c f para que n = 2º:5º. 7º tenha 84 divisores. 


109. Seja n um número natural livre de quadrados (n não é divisível por ne- 
nhum quadrado perfeito). Se r é o número de fatores primos de n, mos- 
tre que t(n) = F, 


Resolução: Sendo n livre de quadrados e sendo p, ..., p, seus fatores 
primos, então n= pipa... pr- Logo, T(n)= (141) (1+ 1)... 
(+=. 


110. Mostre que todo número natural n >2 pode ser escrito n = 2 - m, 
ondek > 0 e m é ímpar. 

9. A função sigma e os números perfeitos 

9.1 A função sigma 


Costuma-se indicar por a(n) a soma de todos os divisores de um número 
n€ IN*. Por exemplo, se n = 12, como os divisores de 12 são 1, 2, 3, 4, 6 e 
12, então: 
o(n)=1+2+3+4+6+12=28 
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Se p é primo, como os únicos divisores de p são 1 e p, então o(p) = 
= 1 + p. Se p é primo e æ € IN, então, de acordo com a propriedade III, 8.1, 
os divisores de p° são os a + 1 núrneros 
a 


1, P, pop 
Portanto: 


-t+ tpt- pti 


=i+p+.. +p poi = 


o(p" 


É claro quen — o(n)é uma função definida e com valores em IN*. 
Estabeleceremos a seguir uma fórmula que fornece o(n) uma vez conhecida a 
decomposição de n em fatores primos, 


PROPOSIÇÃO 11 Sejan = pj! p? ... pi, onder > 1, cada fator 
p; é primo e p; # pj sempre que i + j. Então: 


eri pre 
E pé -1 Pp ot 
eos P1 “pol 


Demonsiração (por indução sobre r): Como já vimos a proposição é 
válida para r = 1. Seja r > 1 c admitamos que seja verdadeira para r — 1. 
Supondo 


n=pi pr 
conforme o enunciado, façamos 
prepe...pr=m 


e sejam 1 = d,, dz, ..., d; = m os divisores de m. Como um divisor de n é ne- 
cessariamente do tipo 


tt epi... pF OKA asi=1,2,...,2) 
(devido a IJI, 8.1), então esses divisores são: 
pd (O< B Casi=1,2,...,h) 


Logo, 

oh =” + 
a(n) = È 2 přid, (5, tz a) = o(pi')o(m) = 
z no o 
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Mas, pela hipótese de indução: 


- Donde 
piti- 1 pt1  přt-1 
o(n)= E 
o pol a! Poil 


Exemplo 16: Como 20 = 2°- 5, então, 


3. 2 
(20) = 2 iga 


Foa ponot 


é a soma dos divisores de 20. 


9.2 Sobre números perfeitos 


Já falamos, no capítulo I, sobre os números perfeitos, introduzidos na 
Matemática pelos pitagóricos. Usando a função o pode-se caracterizar um 
número perfeito n € IN* pela igualdade 


o(n)-n=n (ou c(n)=2n). 


De fato, se n é perfeito, então a soma de seus divisores, excluído ele próprio, 
deve ser n. 

Os gregos, porém, segundo se pode inferir da Introductio Arithmetica, 
de Nicômaco de Gerasa (viveu em torno do ano 100 d.C.), só conheciam os 
quatro primeiros números perfeitos: com a notação atual, P, = 6, P, = 98, 
P, = 496 e P, = 8128. 

Mas Euclides, no seu Elementos, já provara que: “Se 2º — 1 é primo 
(k > 1), então n = 2". (2* — 1) é perfeito”), A demonstração deste fato 
pode ser feita observando que o número 2 não é fator primo de 2! — 1, já que 
este número obviamente é ímpar, Assim, conforme argumento empregado na 
demonstração da proposição anterior, 


(*) Proposição 36 — livro IX. 
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2-1 
2-1 


o(n) = o(2*')o(2* — 1) = - = 2[20! (28 1)] = 2n 


onde usamos o fato de 2* — 1 ser primo (hipótese) e portanto 
2 


ož- = 14% 


Os quatro primeiros números perfeitos podem ser obtidos através dessa 
proposição, fazendo k = 2, 3, 5 e 7. O quinto número perfeito foi encontrado 
na primeira metade do século XVI por Hudalrichus Regius e corresponde a 
k=13 

P, = 2'2. (2! — 1) = 33 - 350 - 336 
Em 1603, Pietro Cataldi encontrou P6 ¢ P;, fazendo k = 17 ek = 19, respecti- 
vamente, na fórmula da citada proposição de Euclides. 


Em 1644 Marin Mersenne (1588-1648) conjecturou que os números 
M, = 2 — 1 (p > 1)são primos para p = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127 e 


“257 e compostos para todos os outros primos p < 257. Mersenne, obviamen- 


te, não tinha, como ninguém na época, condições de verificar tal afirmação. 
Mas, com isso, os números do tipo 


M=27-1(n>1) 


passaram à história com o nome de números de Mersenne. 

O número My foi o maior primo de Mersennc conhecido até 1732 
quando Euler provou que My; é primo. Mas a conjectura de Mersenne con- 
tinha cinco erros. Hoje sabemos que: Mg é primo, M$, é composto, My e 
My; são primos e Ms; é composto. Os recursos da computação eletrônica na- 
turalmente têm facilitado a descoberta de números perfeitos. Por exemplo, foi 
através desse expediente que em 1983 Slowinski mostrou que M sz É primo. 
O número perfeito associado a esse número de Mersenne é 


Pag = 21208 (91209 1) 
formado de aproximadamente 79 000 dígitos. 


Euler provou a seguinte recíproca da já citada proposição 36 de Eucli- 
des: “Se n é um número perfeito par, então 


n= 2. (2-1) , 
onde k > 1 e 2* — t é um número de Mersenne primo”. 


Mas duas questões cruciais sobre números perfeitos ainda permanecem 
em aberto: 


* Há algum número perfeito que seja ímpar? 
+ O conjunto dos números peifeitos é finito ou infinito? 
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EXERCÍCIOS 


tii. 


112, 


115, 


16. 


117. 


118. 


119, 
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Calcule o(n) para n = 1, 2, ..., 10. 


Mastre que não são perfeitos os números: 
a) 2”. (2% — 1) by 691 


+ Prove que um número primo não pode ser perfeito. 


. Prove que: 


a) Um número perfeito nunca é uma potência de um número primo. 

b) Um número perfeito nunca é um quadrado perfeito. 

c) Um número perfeito nunca é o produto de dois números primos ím- 
pares 


Resolução de c): Vamos supor n = pq, onde p e q são primos ímpares, 
p + q (o caso p = q cai em b). Então: 


2 2 
grid ad =m= 
o(n)= PST qo (p + 1)(p + 1) = 2n = 2pq 
Daí segue que pq =p +q + 1. Mas é fácil provar que se p e q são 
números naturais > 3, então pq > p + q + 1 (por indução sobre q, por 
exemplo). Este absurdo mostra que não pode ocorrer n = p - q, nas con- 
dições supostas. 


Use o teorema de Euler já citado, segundo o qual todo número perfeito 
par é da forma 2". (2* — 1), onde 2* — 1 é primo, para provar que 
todo número perfeito par é um número triangular. 


Um número natural se diz abundante se o(n) > 2n e deficiente se o(n) < 2n. 

a) Classifique em deficientes, perfeitos ou abundantes os números 1, 2, 
3,415. 

b) Ache todos os números deficientes e todos os abundantes da forma 
2- 5*(s > 0). 


Mostre que todo múltiplo de um número perfeito, diferente do próprio 
número e de zero, é abundante. 


Se n é um número perfeito par e se d|n, 1 < d < n, mostre que d é defi- 
ciente. 


Se n > 2 e se 2n + 1 é primo, prove que a = 2n(2n + 1) é um número 
abundante. 


120. 


121. 


122. 


Resolução: Levando em conta que 2n + 1 é primo e que mde (2n, 
2n + 1) = 1, a argumentação usada para provar a proposição 11 permi- 
te escrever que: 

o(a) = o(2n) o(2n + 1) = o(2m)- (In + 2) 


Vamos supor n=2".p?... pr, onde q 20(i=1, 2, ne 
2, Pas -.., P: SãO 08 possíveis fatores primos de n. Então: 


ofm) = (rip one A DERA Do (pE+.. +) 


Neste produto o primeiro fator é > 2" = 2. 2”, o segundo > py, ..., 
o último > p. Logo o(2n) > 2n e então o(a) > (2n) (2n + 2) > a. 
Seja n um número perfeito. Prove que 3 a Ea 

din 
Nota: O somatório é estendido a todos os divisores de n (inclusive 1 e n) 
e a apenas estes números. 


Resolução: Sejam d,, dy, ..., d,os divisores de n. Então a So) + 
1 g 
também são os divisores (todos) de n. De fato, como n = e - d, então 
n A a . n n se 
a diidenGi= 1,2, «+, 1) por outro lado, se 7 = -7 , então d,= d, 
Logo: 
T =J d=m 
dja dļa 
do que resulta 
iyii 
dļa 
t 
e portanto 
din 


Use o resultado anterior para provar que se n é perfeito e d|n, d + n, 
então d não é perfeito. 


Mostre que, para todo n € IN*, n < o(m) € nº. 
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10. Os ternos pitagóricos 


No capítulo I já fizemos alguns comentários sobre os ternos pitagóricos. 
Lembremos que se trata dos ternos (a, b, c) de números naturais não nulos 
para os quais vale a? + b? = c°. Logo, se (a, b, c) é um terno pitagórico, a, b 

* e c indicam, respectivamente, os catetos e a hipotenusa de um triângulo retân- 
gulo. Aliás, desse fato e da grande ênfase dada pela escola pitagórica aos nú- 
meros (os naturais não nulos) vem a designação dada hoje em dia a esses ter- 
nos. Algebricamente os ternos pitagóricos são soluções da equação sobre 
IN: x? + y? = 2º. Mostramos no capítulo I que os próprios pitagóricos chega- 
ram à fórmula 


na) 
A 


que, para m ímpar, fornece infinitas soluções dessa equação (embora não to- 
das). Nosso objetivo agora é obter todos os ternos pitagóricos. 

É interessante, de passagem, alinhavar alguns comentários sobre a 
equação geral x" + y° = z" (n > 1). Obviamente essa equação tem infinitas 
soluções em IN? = IN x IN x IN quando n = 1. Ọ mesmo ocorre, como já 
observamos, paran = 2. Em 1637 Fermat anotou, às margens de uma tradu- 
ção para o latim que possuía da Arithmetica de Diofanto (séc. HI d.C., prova- 
velmente), que havia conseguido uma demonstração “verdadeiramente mara- 
vilhosa”” de que, para n > 3, x" + y° = z" só admite, em IN”, a solução trivial 
(0, 0, 0). Porém, concluiu ele: “,.. a margem não é grande o suficiente para 
contê-la”'. Esse resultado, hoje conhecido como “grande teorema de Fermat’ 
ou “último teorema de Fermat”, até agora não foi provado totalmente. 

O próprio Fermat conseguiu uma demonstração para n = 4, ou seja, 
que x! + y!= z‘ só admite a solução trivial em IN*. A demonstração para 
n = 3 foi feita por Euler em 1738. Para n = 5 o mérito coube a Adrien-Marie 
Legendre (1752-1833) e para n = 7 a Gabriel Lamé (1795-1870). 

Sabe-se hoje, através de computadores eletrônicos, que não há soluções 
não triviais de x" + y° = z"em INº para 3 & n < 125 000, embora muitos des- 
ses casos já tivessem sido resolvidos convencionalmente. 

O último e importante resultado a respeito foi obtido por Gerd Faltings 
em 1983 ao provar a chamada conjectura de Mordell que há 60 anos desafiava 
os pesquisadores de teoria dos números (Matemática universitária — nº 1 — 
1985). É que, do resultado obtido por Faltings, decorre que para n > 3 a 
equação x” + y” = z” tem no máximo um número finito de soluções em INS. 


DEFINIÇÃO 6 Um terno pitagórico (a, b, c) se diz primitivo se 
mde(a, b, c) = 1. 

A importância dessa definição está no seguinte fato: um terno 
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(a, b, c) E IN? é pitagórico se, e somente se, existe d € IN e existe um terno pi- 
tagórico primitivo (a,, b;, c;) tal que (a, b, c) = (da; , db,, de,) = d(a,,b,, c)). 
De fato, seja (a, b, c) pitagórico e seja d = mdc(a, b, c). Então a = da,, 
b = db,, c = dc,, ondea,,b,, c, E IN e mdc (a, b,,c;) = 1 (conforme gene- 
ralização óbvia do corolário 1, proposição 3). Como a' + b? = c?, então 
d?a? + d?b? = d'c!, do que resulta a? + b? = ci. Logo (a, b, c1) é pitagórico 
primitivo. A recíproca é imediata. 

Assim, para determinar todos os ternos pitagóricos, basta encontrar 
aqueles que são primitivos. 


LEMA 1Sc (a,b,c) é um terno pitagórico primitivo, então 
mde (a, b) = mdc (b, c) = mdc (a, c) = 1. 


Demonstração: Suponhamos, por exemplo, mdc (a, c) = d > 1. Daí 
a = dr c c = ds, onde r, s EIN. Como a! + b? = c?, então dy! + b’ = d’s? e 
portanto d?|b?. Donde (exemplo 12), dJb. Assim dļa, d|b c dic, o que é 
absurdo. O] 


LEMA 2 Seja (a, b, c) um terno pitagórico primitivo. Então a c b não 
podem ser ambos fmpares. 


Demonstração: Suponhamos a=2r+1 e b=25+1. Então 
a? + b? = 4(r?+ 3 +r +s)+ 2e 4k+2 (par). Mas isso impede c de ser 
ímpar. De fato, se c fosse Ímpar, o mesmo ocorreria com c? e teríamos o se- 
guinte absurdo: 


ímpar > cĉ =a°+ b? +- par 
Por outro lado, se c fosse par, c = 2n, então 
gri=c=arb=44+2 
do que também resulta um absurdo, ou seja 
par = 2nº=2k+1 + ímpar 
Donde a e bnäo são ímpares simultaneamente. C] 


LEMA 3 Sejam a, b, c E IN* números tais que mdc (a, b) = 1 e 
ab = ¢?. Então a e b são quadrados perfeitos. 


Demonstração: Todo fator primo p de a é também fator primo de c? 
mas não é fator primo de b, pois mdc (a, b) = tł. Mas em c? todo fator primo 
tem expoente par. Logo o expoente de p em a é par (o mesmo que figura em 
c%. Se todos os expoentes dos fatores primos de a têm expoente par, então 
obviamente a é quadrado perfeito. A mesma argumentação vale parab. $ 
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TEOREMA Seja (a, b, c) um'terno pitagórico primitivo em que a é 
par. Então existem u, v € IN*, primos entre si, um par outro ímpar, u > v, 
de maneira que 


a= uv, b=u!-vec=ul+y 


* Reciprocamente, todo terno {2uv, u? — v?, u? + v?), onde u e v satisfazem as 
condições enunciadas, é pitagórico primitivo. 


Demonstração: 

i Seja (a, b, c) pitagórico, primitivo, e admitamos a par. Se b fosse par, o 
mesmo ocorreria com c° = a? + b? e portanto também c seria par, o que é 
impossível, pois (a, b, c) é primitivo. Logo b é ímpar e c? = a? + b? tam- 
bém; daí c também é ímpar. Como então 


a == b? = (e — b)(c + b) 


onde ¢ — b e c + b são pares, ambos os membros dessa igualdade são divi- 
síveis por 4, do que resulta 


BE -b c+b 
T 2 
Como porém 
c~b c+b 
te e si. =b 
e mde (b, c) = 1, então 
ma [qb tb), 


, 7 +b em 
já que todo divisor de LT e LSD é divisor também de sua soma e de 


sua diferença. 
O lema 3 garante então a existência de u, v € IN! de maneira que 


SE ebay 


onde u> v. Daf 
cr+b=2u! e c-b=2y 
e portanto c = u? + v'e b = u? — v?, Mas 
a'=c? -b= (ui vio (ul vt = ut+ Zuty? + vt o utt uy? o vt 
= 4u!v? Donde a = 2uv. 


Como todo fator comum a u e v é fator comum a be c (pois c = u? + v’ c 
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b = u? — y’) e como mdc (b, c) = 1, então u e v são primos entre si. Final- 
mente, se u e v fossem ambos pares ou ambos ímpares, as igualdades 
e=u!+v'eb=u?- v’ obrigariam c e b a serem ambos pares, o que não 
é possível. 


ii Observando que 


Quo + (uv = aut put Ouvi vt = 

= ut+ wv? + vt = (ul vi 

então pode-se concluir que (2uv, u° — v?, u? + v?) é pitagórico. Por outro 
lado, como u é par (ímpar) e v é ímpar (par) então u? — v° e u’ + v? são 
ímpares e portanto o fator 2 de 2uv não é fator comum aos termos de 
(Zuv, u? = v’, u? + v?). f 
Vamos supor, por último, que um primo p > 2 fosse fator comum a esses 
termos. Como p|2uv e p > 2 então p|u ou p|v; como estamos supondo 
que p|(u? + v?), então chegamos à conclusão que pJu e p|v, o que não é 
possível. Logo, efetivamente, (2uv, u? — v?, u? + v*), conforme o enun- 
ciado, é um terno pitagórico primitivo. o 


Exemplo 17: Construiremos agora uma tabela parcial de ternos pita- 
góricos. Nas duas primeiras colunas colocaremos pares u, v E IN*, u > v, 
primos entre si, um desses elementos par e o outro ímpar. Nas duas colunas 
seguintes aparecerão os catetos e na última as hipotenusas respectivas. 


u v a= 2uv b=u-y? c=u tyv? 
2 1 4 3 5 
3 2 12 5 13 
4 1 8 15 17 
4 3 24 7 25 
5 2 20 2 29 
5 3 30 16 34 


Exemplo 18: Um triângulo retângulo se diz pitagórico se as medidas de 
seus lados são números naturais. Mostremos que o raio do círculo inscrito 
num triângulo pitagórico também é um número natural. 
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A área do triângulo é dada por: 


A=pab-qra+ rb + : fe = z ra+b+o) 
Logo: 
ab=r(a+b+o) 
Mas, considerando o teorema 4 ¢ as considerações que o precedem: 
a= 2kuv, b = k(u? — v’) e c = k(u?+ v’) 
onde k, u e v são convenientes números naturais não nulos. Então: 


ab 


kuv) k? - v?) = r(a +b +c) = 
= r[2kuv + (uv?) + k(u? + v?)] 
ou 


2kĉuv{u — v)(u + v) = "[2kuv + 2ku?] = 2rku(v + u) 


Daí, cancelando os fatores comuns 
kv(u-v)=r 


o que garante nossa afirmação, poisk, u, v € IN. à 


EXERCÍCIOS 


123. Determine os ternos pitagóricos primitivos correspondentes aos seguin- 


tes pares de números naturais u, v, conforme o teorema 4: 
aju=9,v=5 Qu=10,v=7 
bu=11,v=10 d u=1f, v= 


124. Ache todos os ternos pitagóricos primitivos das formas: 
a) (12, b, c) b) @, 8, ©) 


125. 


para algum t € IN e que, portanto, (a, b, c) é primitivo. 


126. Mostre que (3, 4, 5) é o único terno pitagórico primitivo cujos termos 


são números naturais consecutivos. 


127. Seja (a, b, c) um terno pitagórico tal que ¢ = b + 2, Prove que existe 


r EIN tal que a = 2r, b = r° — l.e c = r° + t, Esse terno é primitivo? 
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Seja (a, b, c) um terno pitagórico no qual a e c são números naturais 
consecutivos. Mostre que a = (t+ 1), b=R+lec=2(t+)+1, 


128. 


129. 


132. 


133. 


11. 


Se (a, b, c) é um terno pitagórico, prove que 3/a ou 34b. 


Resolução: Vamos supor que 3a e 3b. Então: (a= %9 +1 ou 
a= 3+2) e(b=3r+1 ou b= 3r + 2). Supondo, por exemplo, 
a= 3t + 2e b= 3r + 1, então a? + b? = (3t +2) + (3r +1) = 3q+ 2, 
ondeq = 3t? + 3r? + 4t + 2r + 1. Assim, teríamos que ter c° = 3q + 2. 
Mas isso não é possível, como se pode verificar para todas as formas pos- 
síveis de c: c = 3s, c = 3s + 1 ou c = 3s + 2. De fato, se por exemplo 
c= 3s + 2, então c? = 95° + 12s + 4 = 3u + 1. 

Para os demais casos, o procedimento é o mesmo. 


Seja {a, b, c) um terno pitagórico cujos termos, na ordem em que apare- 
cem, formam uma progressão aritmética, Prove que existe r > 1 de 
modo que a = 3r, b = tre c = 5r, 


. Seja (a, b, c) um terno pitagórico tal que b é ímpar. Prove que 4 |a. 


Se (a, b, c) é um terno pitagórico primitivo, mostre que um de seus ter- 
mos é necessariamente múltiplo de 5. 


Se (a, b, c) é um terno pitagórico primitivo, prove que 12|ab e 60| abc. 


Resnlução: Como (a, b, c) é primitivo, podemos supor a = 2uv, 
tec = u? + v?, onde u >v, mde (u, v) = 1, v é ímpar e u é 
par (ou vice-versa). Supondo u par e considerando que 2u |a então 4 |a. 
Mas 3Ja ou 3[b, conforme exercício 128. Levando em conta que 
mde (3, 4) = 1, podemos concluir então que 12|ab. Para concluir que 


bau -v 


60 Jabc, basta levar em conta o exercício anterior. 


Seja (a, a + 1, c) um terno pitagórico. Se Ty indica o k-ésimo número 


ktk + 1) 
E) 


triangular, isto é, T, = , prove que (Ta, Tae, (2a + 1)c) 


é também um terno pitagórico. 


A sequência de Fibonacci 


11.1 Leonardo de Pisa 


Leonardo de Pisa (1180-1250), mais conhecido como Fibonacci (o que 


significa “filho de Bonaccio”), é considerado o matemático mais capaz e ori- 
ginal do Ocidente no período medieval. Sua obra mais famosa é o Liber abaci, 
de 1202. Apesar do título, cuja tradução literal é “Livro do ábaco”, uma das 
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preocupações centrais desse trabalho era .ensinar o uso dos numerais indo- 
arábicos — cujo conhecimento até então, na Europa, sc limitava praticamente 
aos mosteiros. 

Mas não é o mérito dessa obra, e de outros tratados que deixou, o mo- 
tivo principal de Fibonacci ser lembrado ainda hoje. Ocorre que, talvez para 
«amenizar a leitura do seu Liber abaci, ou para torná-la mais interessante, 
Fibonacci incluiu no livro alguns problemas curiosos e estimulantes, dentre os 
quais um veio a se tornar especialmente importante: 

“Um homem põe um casal de coelhos dentro de um cercado. Quantos 
pares de coelhos serão produzidos num ano, se a natureza desses coelhos é tal 
que a cada mês um casal gera um novo casal, que se torna produtivo a partir 
do segundo mês?" 

Ao fim de um mês haverá dois casais (o casal adulto com o qual se come- 
sou e um jovem), ao fim do segundo mês haverá três casais (dois adultos e um 
jovem), ao fim do terceiro haverá cinco casais (três adultos e dois jovens), e 
assim por diante. Em geral, se ao fim de um certo mês há r casais adultos e 
s jovens, ao final do mês seguinte haverá r + s casais adultos e r jovens e ao fi- 
nal do próximo 2r + s casais adultos e r + s jovens. Ou seja, o número de 
casais jovens, ao fim de um certo mês, a partir do terceiro, é igual à soma do 
número de casais jovens ao final dos dois meses anteriores. 

Assim, se f, indicar o número de casais jovens ao final do enésimo mês, 
então 


f=Lh=1,b=1+1=2,6=1+2=3,6=2+3=5, 
n=3+9=8,.. 


No século passado o matemático francês Edouard Lucas deu a (£,) = 
= (1,1,2,3, 5,8, ...) o nome de segúência de Fibonacci, designação que acabou 
sendo adotada universalmente e, assim, consagrando o nome de Fibonacci 
Os termos dessa sequência são chamados números de Fibonacci. É claro que (f,) 
pode ser definida pela seguinte fórmula recursiva: 


f=b=1 e fu=hotf, (n>2) 


As considerações que fizemos nos permitem concluir também que se 
ga = fia(n=1,2,...), então g, indica o número de adultos ao final do enési- 
mo mês. 

Mas é claro que a sequência de Fibonacci não teria despertado tanta 
atenção se não fosse dotada de propriedades tão interessantes e não se mos- 
trasse tão rica em aplicações. Nos parágrafos seguintes focalizaremos algumas 
dessas propriedades, especialmente as de cunho aritmético, Ao leitor interes- 
sado em ter uma idéia de algumas das possíveis aplicações dos números de Fi- 
bonacci, recomendamos a leitura do parágrafo 8.5 do texto [3] dabibliografia. 
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11.2 Propriedades gerais 

1 Para todon > 1: fi + fz +. + fa = fryz — 1 
Prova (por indução): 
n= 1: f, = f, — 1 (verdadeira) 


Vamos suporr xi e fi+tfi+... +f, =f 1 


nar ifi t.t +f =f lf n 
II Para todon > 1: f+ + + B = fafai 

Prova (por indução): 

n = 1: fî = f,f, (verdadeira) 

Seja r > 1 e suponhamos f +... + Ê =fL, 

n=rt lifit. tE + fas Efa t fas fli + fri) = feto 


II Sem >1ten>1,entãof, = fr ifm + ffme 


Prova (por indução sobre m): 
m= lifii= Ef + fpf = Ei + fy (verdadeira) 
= fai t fa S fna tf tS 


= fa + Li (verdadeira) 


Seja r>2 e suponhamos a propriedade verdadeira para todo k, 
2< k <r, e para todo n > 1. Esta suposição, mais o fato de que a pro- 
priedade vale também para k = 1, nos garante que: 


fare- = fofoca + fafri 


fon = faif + faf, 


Somando membro a membro essas igualdades e levando em conta a fór- 
mula recursiva que define (f,): 


fu fot Ef 


Ou seja, a fórmula vale também para r, sempre que n > 1. O segundo 
princípio de indução nos garante então que vale para todo m > 1 e qual- 
quern > 1. L 


COROLÁRIO Para todo n > 1: fn = By- Es 


Prova: Façamos m = n na fórmula dada pela propriedade anterior. 
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Então: 
fg = fas fr = Ena + aa) 
Mas 
= fera 
Logo 
fm = (Ba o o) (Bait fi) = fer fia Le 


11.3 Propriedades aritméticas 


IV Dois números de Fibonacci consecutivos fy e £,,, são primos entre si. 


Prova: Seja d = mde (£,, [,,1). Como f, e f,,, são maiores que zero, o 
mesmo ocorre com d. O fato de d ser divisor de f, e fp, implica que dlf,., 
pois f,., = £,,, — fn. Dividindo f, e [, .,, então d divide £, ». Prosseguindo 
nesse raciocínio chegaremos à conclusão que dlf,. Então d = 1, pois 
bsi 


Nota: Consideremos os números de Fibonacci ,,, € fp, que já sabe- 
mos serem primos entre si. Mas se aplicássemos o processo das divisões suces- 
sivas a esses números obteríamos: 


fua= bar GE 


fa = fatl + fai 
E= 6 L+b 
6=6-2+0 


Isso mostra que seriam necessárias n divisões sucessivas para se chegar ao má- 
ximo divisor comum f; = 1 de fp, € fi. 

Logo, para todo n > 0, existem inteiros a e b tais que são necessárias 
exatamente n divisões sucessivas para sc calcular mdc (a, b) através do algo- 
ritmo da divisão. 


V Semln, então ff. 


Prova: Por hipótese n = mr, para algum r E IN. Procederemos por 
indução sobre r. 
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Ser = 1, então m = n e é imediato que fa |f,- 

Seja r > 1 e admitamos que ff. 

Então, levando em conta a relação fornecida por III: 
fatan = frym = fes * fen for! Eme 


Como £,]fi 1" fn € falfe * fmi (pois, pela hipótese de indução, divide 
far), então £, divide a soma desses dois produtos. Ou seja: fa lfag, p. M 


VI Se d = mde (m, n), então mdc (fn, fa) = 


Prova: Mostremos primeiro que se m = nq + r, então mde (£,, fp) = 
= mde (f,, £.). 
Observando a hipótese feita e levando em conta HI: 

mdc (fm, fa) = mdc (fager, fa) = mde (fogos * f + fag fegis fa) 


Considerando porém que mde (a, b) = mde (a + c, b), sempre que b|c 
(exercício 74), e ainda que f, |f,q (propriedade V), chegamos a: 


mde (fa, fa) = mde (gos “É fa) 


Mostremos que f,, , e f, são primos entre si. De fato, se d é um divisor co- 
mum a esses dois números, então d|f,, , e dif,, (devido a V). Daí d é um 
divisor da soma f, 1 + faq = fogas- Mas se d |fng € dif.» então IV nos 
assegura que d = 1. 

Ora, se mde (1, f) = 1, então mdc (£,, £,) = mdc (fx: * £., £,) (exer- 
cício 76). Donde 


mdc (fa, £,) = mde (£,, £,) 
Assim, supondo m >n, e aplicando o processo das divisões sucessivas 


para se chegar a d = mde (m, n): 


m=nq +r, (r<n) 
n=nq+rm (r2<r) 
r= rq +r; (rs <r) 


In- = Tnn Hin (fa <ra) 
Tai = Taqapi (onde r, = d) 


o uso repetido do resultado anterior a cada uma das igualdades anteriores 
nos levará a concluir que 


mdc {fm fn) = mdc (f, fa) 
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Como dlr, 1 e portanto, em virtude de V, falf, então: 


mde (fn. fa) = fa- n 


COROLÁRIO (recíproco de V): Se f,lf, em + 2, então mln. 


Prova: De f, |, decorre que mde (fy, fn) = fn- Mas, devido a VI: 
mde (fa, Ep) = fa 


onde d = mde (m, n). Logo fm = fa- Se m > 2, então £, > 2, daf fa > 2 € por- 
tanto d > 2, o que implica m = d. Assim, para todo m + 2 vale a igualdade 
m = d, o que obviamente acarreta m| n. a 

Os resultados com que já contamos nos permitem chegar a outras pro- 
priedades interessantes, como os “critérios de divisibilidade”” que exporemos 
a seguir. Por critérios de divisibilidade entendemos, no caso, condições neces- 
sárias e suficientes para que um certo número de Fibonacci seja divisível, por 
um dado número. 


e Um número de Fibonacci é divisível por 2 (portanto é par) se, e somente se, 
seu índice é divisível por 3. 

© Um número de Fibonacci é divisível por 3 se, e somente se, seu índice é di- 
visível por 4. 

* Um número de Fibonacci é divisível por 4 se, e somente se, seu índice é di- 
visível por 6. 


Demonstraremos em seguida o primeiro desses critérios. Sugerimos ao 
leitor a demonstração dos outros dois, além da procura de outros critérios. 


Prova: 
= Por hipótese 
fs = 2= mde (fn, 2) = mdc (fn, f3) = fmécça,3) 
Logo 
mde (n, 3)= 3 

o que implica 3/n. 
= Como 3|n, por hipótese, então n = 3q e portanto 

fa = fog 
Mas, devido a V: 

Elfo 

Como f; = 2e fy = fn, então 2f,. m 
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EXERCÍCIOS 


134. Ache mdc (f, fo), mde (fis, fo) e mde (fa, fis). 


135. Verdadeiro ou falso: se s = mmc (m, n), então f. = mme (£,., f,)? Justi- 
fique. 


136. Ache os números de Fibonacci que são divisores de fu € fr. 
137. Verdadeiro ou falso: f, é primo se, e somente se, p é primo? Justifique. 


138. Se 21£,, prove que 4|(f,, — £..,). 


Resolução: Observemos que: 
Foa Z Bai = (Ba fo) Ba + fis) 
Mas fayi — fafa e fpi E fni = fa + faai H fai = fn + 
Logo: f, — fi = f(£,+ 26,1) = É + 2£,€,.,. Como 21f,, então 4|f 
e 4|2f,. Donde 4I(E,, — fi) 
139. Se 3|f,, prove que 9I(B,, - É.) 


140. Prove que 2(£,5— fa), Yn > 1. 
Conclua então que fz, fs, fọ, ... são todos números pares. 


Resolução: Como 


faas — fn = [not + fra fasi + fa + fa = fn = Ragi 


então 2| (fs — fn), vn > 1. Em particular: fe — fs = 2f, e como fs = 2e 
f, = 3, então fe = 2 + 6. De um modo geral, sempre que f, é par a fór- 
mula f, = fn + 2f,,, garante que fn, , também é par, o que conclui a 
justificativa. 


141. Prove que 5J(f,,s — 3f,), Yn > 1. Conclua a partir daí que f, fio, fis, --- 
são múltiplos de 5 


149. Se mdc (m, n) = 1, prove que fmf, |fmn 


143. Há uma conjectura segundo a qual somente cinco números de Fibonacci 
são números triangulares. Ache-os. 
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APÊNDICE | 


AXIOMAS DE PEANO 


1. Introdução 


Numa teoria matemática, quando há necessidade de definir algo, isso 
obviamente é feito em termos de conceitos anteriores. Mas estes, por sua vez, 
também dependem de idéias precedentes. E assim por diante. Como evitar 
então que esse processo leve a círculos viciosos ou ao chamado regressus in infi- 
nitum? 

Para o método axiomático a resposta consta de duas partes: primeiro, 
simplesmente aceitar certos termos da teoria sem uma explicação formal de 
seu significado — estes termos são chamados conceitos primitivas (na geometria 
elementar, por exemplo, em geral ponto, reta e plano); além disso, introduzir 
alguns axiomas, ou seja, certas proposições que se tomam como verdadeiras in- 
dependentermente de qualquer demonstração. Na teoria então só há mais uma 
classe de proposições: a daquelas que se demonstram a partir dos axiomas por 
raciocínios lógicos corretos. 


2. Os axiomas 


Com vistas à fundamentação lógica da Aritmética, Peano escolheu três 
conceitos primitivos: o zero, O numero naiural c a relação é sucessor de. E, para 
caracterizá-los, formulou os seguintes axiomas: 

P, Zero é um número natural. 
P, Se a é um número natural, então a tem um único sucessor que também é 
um número natural. 
P, Zero não é sucessor de nenhum número natural. 
+ P, Dois números naturais que têm sucessores iguais são, eles próprios, iguais. 


so 


P, Se uma coleção S de números naturais contém o zero e, também, o suces- 
sor de todo elemento de S, então 8 é o conjunto de todos os números na- 
turais. 

Adotaremos as seguintes notações: O para indicar o zero, a * para indicar 

o sucessor de um número natural a e IN para denotar o conjunto dos números 

naturais. Isto posto, os axiomas de Peano podem assim ser enunciados: 

P, 0€ IN 

P,a€ IN > a" EIN 

P, Va) (a EN > a” #0) 

P,a'=b' = a=b 

P, SeS CNe(i)0E S, (i)aE S => a* ES, então $ = IN 

-~ O axioma P, garante que IN #Ø. Em P, deve-se subentender a unici- 
dade de a”. Do axioma P, decorre que: a +b = a* #b*, o que é óbvio 
poisa” = b* implica a = b. O axioma P, chama-se axioma da indução completa. 


PROPOSIÇÃO 1 Sea EIN, entāoa* + a. 


Demonstração: Seja S = [a E INja* + a). O axioma P; garante que 
0 ES. Sea E S, então a* # a e, pela observação anterior, (a*)* # a*. Logo 
a* € S, sempre que a € S. Por P, conclui-se que S = IN. Ou seja: para todo 
aCN,a' ta. E 


PROPOSIÇÃO 2 Se b EN, b+ 0, então existe 3 E IN tal que 


a'=b. 


Demonstração: Seja S = {0} U {y EIN|y + 0 ex” = y, para algum 
x € IN). Por construção 0 ES. Obviamente 0* ES. Agora, se a €S e 
a + 0, então a = b*, para algum b € IN. Daía' = (b*)' eportantoa' ES. 
Novamente o axioma P, garante que S = IN e portanto a proposição é ver- 
dadeira. B 


PROPOSIÇÃO 3 (primeiro princípio de indução completa): Supo- 
nhamos que a todo número natural n esteja associada uma afirmação P (n) tal 
que: 

i P(0) é verdadeira. 
ii P(r*) é verdadeira, sempre que P(r) é verdadeira. 

Então P(n) é verdadeira para todo n € IN 


Demonstração: Basta yerificar que S = {n E IN|P(n) é verdadeira) 
satisfaz as hipóteses do axioma Ps, o que, aliás, é imediato. n 


8i 


3. Adição em N 


A adição (x,y) —> x+ y em IN é definida mediante as seguintes con- 
dições: 

-ea+0=a 

catbt=(a+b) 

Ema +b =c, a e b são as parcelas e c a soma. Como não poderia deixar 
de ser, adoiaremos as seguintes notações: 0“ = 1, 1* = 2, 2* =3,.... Nessas 
condições obtemos, por exemplo 

1+1=1+0"=(1+0)t=1'=2 
142=141=(1+Dt=2t=3 
143=14+2*=(1+3*=3°=4 
r+isr+0t=(r +0) =r, r EN 


3.1 Propriedades da adição 


a, Associativa: a + (b + c) = (a + b) + c, Ya, b, c E IN. 
Prova (por indução sobre c): 
c=0:a+(b+0)=a+b=(a+b)+0 
Vamos supor: (a + b} + r = a + (b + r) 
Então: (a +b) + r` = [(a +b) +r}' =[a+(b+n]' = 
=a+(b+n'=a+(b+r'). E 
as Comutativa: a + b = b + a, Ya, b € IN (Exercício) 
as O zero é o elemento neutro da adição. 
A definição de adição e a, garantem que 0 é elemento neutro. Deixamos 
como exercício a demonstração de que só há um elemento neutro para a 
adição. 
a, Lei do cancelamento da adição: a+b=a+c =» b=c 


Prova (indução sobre a): 
a=0 > b=a+b=a+tc=c 


Façamos a hipótese: r+b=r+c » b= 
Suponhamos agora r* + b = r* + c. Então: 


(b+r)'=b+rrt=c+r'=(c+n* 
Então, devidoaP;;b+r=c+r Donde b = c. n 
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Na seqüência precisaremos do seguinte resultado: 
ea+b=0 > a=b=0 


Vamos supor b # O. Então b = u* , para algum u € IN. Daí 
O=atb=a+u'=(a+u) 


o que é absurdo. Assim b = Oe então a = 0. R 


4. Multiplicação em IN 


A multiplicação (x, y) —> xy (ou x- y) de números naturais é defi- 
nida pelas condições seguintes: 
“a 0=0 
cacb'=ab+ra 

Numa igualdade ab = c, a e b são os fatores e c o produto. Observemos os 
seguintes exemplos: 


-07=1-0+1=0+1=1 
-l*=1-1+1=1+1=2 
-0*=2:0+2=0+2=2 
1t=2.142=24+2=4 


ps cm 


4.1 Propriedades da multiplicação 


Mostremos primeiro que 0 + a = 0, para todo a € IN. Para a = O esse 
resultado decorre diretamente da definição dada. Supondo O -r = 0, então 
O:rt=0:r+0=04+0=0. 

Também é fácil provar, por indução, que 1 a = a, para todo a € IN. 

Com isso torna-se possível demonstrar 
m; (a+b)c=ac+bcea(b+c) = ab + ac, va, b, c E IN (propriedade dis- 

tributiva da multiplicação em relação à adição). 
Prova (primeira condição — indução sobre c): 


c=0:(2+b):0=0=0+0=a-0+b-0 


Vamos supor (a + b)r = ar + br. 
Então: (a + b)r* = (a + b)r + (a + b) = (ar + br) + 
+ (a + b) = (ar + a) + (br + b) = ar* +br' LJ 
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Fica como exercício a prova de que'a{b + c) = ab + ac (usar indução 
sobre a). 


Deixamos de provar as propriedades m,, my e m; enunciadas no corpo 
do capítulo, item 2.2. Sugerimos ao leitor tentar demonstrá-las. 

m, ab =0 =» a= 0 ou b = O (lei do anulamento do produto) 

* Vamos supor b # 0, o que implica b = r* , r € IN. Então: 


O=ab=ar'=arta 


Daí, como já vimos, ar = a = 0. E 
As propriedades m; c mę serão focalizadas no próximo item 


5. Relação de ordem em IN 


Já definimos, no item 2.3 (capítulo II), a relação < (menor que ou 
igual) em IN. Lembremos que a < b significa b = a + u, para algum u € IN. 
Se b = a + v, v & 0, então se anota a < b (a é menor que b). As relações > 
(maior que ou igual) e > (maior que) são definidas, respectivamente, pelas 
equivalências: “x2y = y & x’ e“x>y = y<x”. 


5.1 Propriedades da relação de ordem 


O, a < a, va EIN (reflexiva) 
Prova: a=a+0 
Oagbeb&a => a= b (anti-simátrica) E 
Prova: Por hipótese b=a+u e a=b+v(u, v EIN). Donde 
a= a + (u +v) e, pela lei do cancelamento da adição, u + v = 0. Daí 
u = v = 0, como já provamos, e portanto a = b. = 
O,agbebgc = a< c(transitiva) 
Exercício 


O, Para quaisquer a, b € IN, a <boub« a. 


Prova: Para cadab E IN seja S, o subconjunto de IN formado pelos ele- 
mentos n para os quais se verifica ao menos uma das seguintes condições: 
(a) existe u € IN tal que b = n + u; (b) existe v EIN tal que n = b + v. 
Como para n = O a sentença (a) se verifica com u = b, então 0 € S,. 

Seja r ES, Ser = b, então r* = b* = b + 1 é portanto r° E S,, já que 
verifica (b), Suponhamos agora b = r + u, u # 0; entou = v* = v + 1, 
para algum v € IN, e daíb = r + (v + 1) = r* + v, ou seja, r* satisfaz (a) 
e portanto pertence a S,. Finalmente, se r=b+v, v#0, então 
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r* = (b +v)* =b +v“, oque significaquer* E S,, pois cumpre a con- 
dição (b). 
Donde S, = IN e, por isso, para todo b € IN, qualquer que seja o número 
natural a, ou b = a + u ou a = b + v. Ou seja: a < bou b £ a. L 

O;a<b > a+c b+c, Yc EN (compatibilidade com a adição) 
Exercicio 

O, a&b = ac < bc, Vc € IN (compatibilidade com a multiplicação) 


Prova: Por hipótese b=a+u, para algum u€IN. Donde 
be = (a + u)c = ac + uc, do que resulta ac < bc. E 
O,a<b = a+ 1 «b (já provada no corpo deste capítulo — item 2) 
O, Princípio do menor número natural. Qualquer que seja o subconjunto não 
vazio SC IN, $ possui mínimo. 
Prova: Seja H=(n E N]|n x, Yx ES). Como 0ga, YaES 
(a = 0 + a), então 0 E H. Tomemos a € S, o que é possível pois S + Ø. 
Observando que a < a + 1, pode-se afirmar que a + 1 g H (se perten- 
cesse, deveria ocorrer a + 1 « a) e portanto H + IN. Levando em conta 
P,, necessariamente existe um elemento b € IN tal quebE Heb +1 ZH 
(caso contrário se teria H = IN). Mostremos que b = min $. De fato: 
e Como b € H, então b § x, wx E S, 
é Vamos supor que bÆ S. Então b<x, para todo x ES, e daí 
b+ 1 < x, também para todo x € S, o que implica b + 1 € H. Mas 
isto é impossível. Esta contradição nos leva a concluir que DES. E 


Uma pergunta que cabe perfeitamente após atonstrução axiomá- 
tica que fizemos de IN é a seguinte: Será que a sequência formada pelo 
zero e seus sucessores esgota realmente o conjunto dos números natu- 
rais? Será que não pode ocorrer 


a<r<a'=a+l 


para algum par de elementos a, r € IN? Mostraremos que não. 
Supondoa<r<a+l,enãor=a+ru(ut0ea+l=r+v 
(v # 0). Portanto 


atli=a+(u+v) 


o que implicau + v = 1. Considerando que u + 0, então (proposição 2) 
u=r*=r + 1. Assim chegamos a 


1=u+v=(r+1)+v=(@+v)+t 


e, portanto, r +v = 0. Mas daí decorre, conforme provamos no item 
3.1, quer = v = 0. Absurdo. Assim, efetivamente, para todo a € IN: 


{xE N|a<x<a+i}=Ø 
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5.2 Lei da tricotomia em IN 


Para quaisquer a, b € IN vale uma e uma só das relações: a = b, a < b 
ou a >b. De fato, por 0,:a < b ou a > b. Então b =a +u oua=b+v, 
Supondo a + b, devemos ter u + O para a primeira possibilidade e v + 0 para 
“a segunda. Ou seja: a+b = a<boub<a. Se ocorressem simultanea- 
mente a <b e b<a, então b=a+r(r #0) e a=b +s({s #0). Daí 
a= a + (r + s}. Então r+ s= 0 e portanto r = s = 0. Absurdo. Assim, se 
a, b € IN, então a = b, a < bou a > b, exclusivamente. Esta é chamada leiga 
tricotomia em IN. 

Provemos a partir dessa observação a propriedade m,: ab = ac, 
a#0 = b=c. 

Se b <c, então c = b + v (v + 0). Logo ab = ac = ab + av, o que im- 
plica av = 0. Donde, por m,, a = 0 ou v = 0, o que é absurdo. Da mesma for- 
ma não pode ocorrer c < b. 

Vejamos agora como se pode provar mę: ab = 1 > a=b= 1. 

Da hipótese decorre que a + 0 e b +0. Logoa > 1eb > 1. Supondo, 
por exemplo, a > 1, então a = 1 + v {v # 0). Como b = 1 + u (pois b > 1), 
podemos concluir que 


1=ab=(1+v)(1+u)=1+u+v+uv 
o que leva a 
v+(u+uv)=0 


e daí u + uv = v = 0,o que não é possível. Donde a = 1 e então b = 1. 


EXERCÍCIOS 


144. Se a e b são números naturais e a + b = 1, prove que a = 1 ou b= 1. 
145. Sejam a e b números naturais não nulos. Prove que a < ab e b < ab. 


Resolução: Seja c=ab. Como b 0, então b>1 e portanto 


b= i + u (u € IN). Então c = ab = a (1 + u) = a + au, do que resulta 


akc. 
146. Se a e b são números naturais e se ab = 3, prove que a = 1 ou b= 1 


147. Se a e b são números naturais não nulos e se a +b = 2, prove que 
a=b=1. 
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148. Se a +b = 3, onde a e b são números naturais, não nulos, prove que 
a=loub=1. 


149. Se ac < be ec # 0, prove que a < b. 
Resolução: Vamos supor a > b, o que se traduz por a = b + u, para 
algum u € IN. Então ac = (b + u) c = be + uc. Donde be < ac, o que 
contraria a hipótese. 

150. Se a +c < b+c, prove que a < b. 

151. Se a < b, prove que: c <b-a = c+a<b. 


152. Se a < b, prove que: a" < b", para todo n > 1. 


Sugestão: Use indução sobre n e lembre que, por definição, aº = 1 e 
a'™*! =a": a (n > 0; a #0). 


158. Prove que para todo n > 1,n = 1+ 1+... + 1 (n parcelas). 
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CAPÍTULO III 


OS NÚMEROS INTEIROS 


1. Números negativos: origens 


Os algarismos que usamos hoje em dia surgiram na Índia, no século 
VII, e sua difusão pelo mundo se deve, em grande parte, aos árabes. Daí a de- 
signação ““indo-arábicos” atribuída a eles. A maneira de grafar esses símbolos 
foi se modificando ao longo do tempo, e a forma moderna mal se assemelha à 
original. Importa, porém, que foi a partir da Índia, quando o Ocidente estava 
mergulhado na estagnação e no obscurantismo da primeira fase do período 
medieval, que o sistema de numeração posicional decimal começou a se tornar 
padrão. Inclusive o zero, que mesmo entre os gregos do período alexandrino 
era usado apenas para indicar “ausência”” (o que já era um avanço em relação 
a outras épocas e outros povos), com os hindus ganhou “status” pleno de 
número. 

Coube também aos hindus a introdução na matemática dos números ne- 
gativos. O objetivo era indicar débitos. O primeiro registro do uso de números 
negativos de que se tem notícia foi feito pelo matemático e astrônomo hindu 
Brahmagupta (598-?), que já conhecia inclusive as regras para as quatro ope- 
rações com números negativos. Bhaskara (séc. XII), outro matemático e astrô- 
nomo hindu, assinalou que todo número positivo tem duas raízes quadradas, 
uma negativa e outra positiva, e salientou também a impossibilidade de se ex- 
trair a raiz quadrada de um número negativo. 

Ao introduzirem os números negativos, os hindus não tinham nenhuma 
preocupação de ordem teórica. Na verdade, os progressos matemáticos verifi- 
cados na Índia, por essa época, ocorreram quase que por acaso e em boa parte 
devido ao descompromisso com o rigor e a formalidade, 

Mas a aceitação e o entendimento pleno dos números negativos foi um 
processo longo. Basta ver algumas designações que receberam: Stifel (1486- 
1567) os chamava de números absurdos; Cardano (1501-1576), de números 
fictícios. Descartes (1596-1650) chamava de falsas as raízes negativas de uma 
equação. Outros, como F. Viete (1540-1603), importante matemático francês, 
simplesmente rejeitavam os números negativos. 


2. Os inteiros 


No capítulo II vimos que em IN a diferença a — b entre dois números a e 
b só está definida quando a > b. Assim, para fazer frente a todas as questões 
envolvendo números naturais e que levam à idéia de subtração, cumpre dar 
sentido a todas as expressões a — b, onde a, b € IN, através de uma amplia- 
ção conveniente de IN. 

Num enfoque informal, os novos números, correspondentes às diferen- 
ças a — b (a < b), são interpretados intuitivamente (como débitos, por exem- 
plo) e agregados a IN. Como resultado dessa união surge o conjunto dos nú- 
meros inteiros. Como é lícito admitir que sedevater0-1=1-2=2-3=..., 
podemos indicar cada uma dessas diferenças por —1. De modo análogo sur- 
gem —2, —3, —4,.... E se, por uma questão de uniformidade, passarmos a 
escrever 1 = +1, 2 = +2, ..., o conjunto dos números inteiros, que será indi- 
cado por Z, é: 


Z=[...,-3,-2,-1,0,+1,+2,43,...) 


Mas isso não basta; a seguir é preciso estender adequadamente a Z as opera- 
ções e a relação de ordem de IN, o que é bem conhecido no plano elementar. 
Neste contexto, além de se ter IN C Z, a subtração em Z sempre é possível, 
coerentemente com a de IN. 


A construção formal de Z será feita no Apêndice II, ao fim deste 
capítulo, 


3. Operações e relação de ordem em Z 


A adição ea multiplicação em Z serão definidas no já citado Apêndice III. 
Aqui nos limitaremos a citar suas propriedades fundamentais com vistas a ter 
uma estruturação inicial do assunto. 


3.1 Adição em Z 


a, (a +b) +c = a + (b + c), va, b, c E Z (associativa) 
a; a +b =b +a, Va, b EZ (comutativa) 

a; a +0 = a, Ya E Z (0 é o elemento neutro da adição) 
a, Para todo a E Z, existe b €'Z de modo que a + b = 0. 
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Este elemento b, que é único, chama-se aposte de a € é indicado por =a. 
Por exemplo, -(+3) = —3 e —(-3) = +3 pois (-3) + (+3) = 0. Em ge- 
ral (a) = a pois a + (—a) = 0. Como 0 + 0 = 0, então —0 = 0. 


PROPOSIÇÃO 1 Para quaisquer a, b, c E Z, se a +c = b + c, en- 
tão a = b (lei do cancelamento da adição). 


Demonstração: a+c=b+c => (@ +c) +(-c)=(b +c) + (=c) = 
»atle+(-ol=b+[e+(-0)] = a+0=b+0 > a=b q 
Dados quaisquer a, b EŻ, chama-se diferença entre a c b e indicase por 
a — b o seguinte elemento de Z: a — b = a + (-b). 
Como (-b)EZ, para todo bEZ, então a correspondência 


(a, b) + a — bé uma operação deZ x ZemZà qual denominamos subtração 
de números inteiros. 
Observemos o seguinte: 


* Para quaisquer a, b E€ Z 
(@ + b) + [(-a) + (~b)] = [a + (~a)] + [b + (~b) = 0 +0 = 0. 
Logo (-a) + (—b) é o oposto de a + b, o que se traduz por: 
(a + b) = (—a) + (—b) 
Como podemos escrever simplesmente (—a) + (-b) = —a — b, então: 
-(a +b) = -a — b 
“Sea bEZ 
(a-b) +b= [a+ (-b)] +b=a + [(-b) +b] =a +0 =a 

* Consideremos a equação a + x = b (a, b € Z). Então: 


a+x=b — = (- = = 
sds pre A (-a) +b es [(—a)+a]+x= 


Logo, b — a é a solução (única) de a + x = b (a, b € Z). Como já vimos 
b-a€Z. 


3.2 Multiplicação em Z 


m, (ab)c = a(bc), va, b, c EZ (associativa) 

m; ab = ba, Va, b E Z (comutativa) 

msa-l=a, Ya EZ (1 é o elemento neutro da multiplicação) 

m, ab = 0 = a = 0 ou b = 0 (li do anulamento do produto) 

d a(b+c)=ab+ac, Va, b, c EZ (a multiplicação é distributiva em rela- 
ção à adição) 
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Nota: A propriedade m, não é independente das demais. Ou seja, pode 
ser provada a partir das outras (incluindo as da adição), o que será feito no 
Apêndice II. 


PROPOSIÇÃO 2 Sea, b, c E Z, então: 
iab-co=ab-ace(a-b)c=ac—be 
i a- 0 = 0 (logo 0 - a =0) 
iii a(-b) = (~a)b = —(ab) 
iv (ca (-b) = ab 
v (ab =ac e c #0) = b = c (lei do cancelamento da multiplicação) 


Demonstração: 
i Como 
a(b — c) + ac = a [(b ~ ¢) + c] = ab 
então: 
a(b - c) = ab — ac 

A demonstração da outra parte é análoga: 
“ga-0=a-(0-0)=a:0-2-0=0 
a[0 + (=b)] = a(0 — b) = a - 0 — (ab) = 0 — (ab) = — (ab). 
(a)b = (0 — a)b = 0 : b ~ (ab) = 0 — (ab) = —(ab) 
iv (—a)(-b) = —[a(-b)), em virtude de iii. Mas, também por ii, 

a(-b) = —(ab). Logo (a) (-b) = —[ —(ab)] = ab 
vab=ac = ab+-(20)] = ac + [-(ac)}] = ab - ac =0 > a(b-c)=0 


[Co p-e n 


Obst 


3.3 Relação de ordem em Z 


Os elementos deZ , = {0, +1, +2, ...) = IN são chamados inteiros positi- 
tos cosdeZ*, =Z, — (0) inteiros estritamente positivos. Se a, b E Z, diz-se que a 
é menor que ou igual a b, e escrevemos a < b, sc b — a é positivo, isto é, se 
b-a EZ,;escb — a é estritamente positivo, ou seja, seb — a E€ Z$, , então 
se diz que a é menor que b (notação a < b). 

Quando a 4 b pode-se escrever, alternativamente, que b > a e dizer 
que b é maior que ou igual a a; e para a < b a alternativa é b > a (b é maior que a). 

Os elementos de Z_ = (0, 1, —2, ... } se dizem inteiros negativos e os de 
Zº=(-1,-2,-8, ...) inteiros estritamente negativos. 

A seguir enunciaremos as propriedades mais importantes envolvendo as 
relações < e < sobre Z. As spis primeiras são básicas e mostram que & é 
uma relação de ordem total sobre Z, compatível com a adição e a multiplica- 
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ção. (O leitor interessado encontrará mais detalhes sobre o assunto no Apêndi- 
ce IL) 


O, a < a (reflexiva) 
O; a <b e b a = a = b (anti-simétrica) 
* O, a<beb«&c =» a g c (transitiva) 
O agboubga 
As propriedades O, a O, garantem que < é uma relação de ordem total 
sobre Z. Delas decorre a lei da tricotomia em Z: se a, b Ẹ Z, entāo a = b, a < b 
ou a > b (exclusivamente). A demonstração que foi feita para a lei correspon- 
dente em IN (Apêndice I; 5.2) é válida também no caso presente. 
0O, a<b=a+c&b+c, Yc EZ (< é compatível com a adição) 
Os a<be0&c = acgbe(< é compatível com a multiplicação) 


Outras propriedades 


. agb = -b < -a =æ 0 <b-a 

e a<b = -b< -a = 0<b-a 

sagbecgd>a+c&b+d 

eagbec<dæa+c<b+d 

e Regras de sinais: ia >0 e b> 0 = ab>0;iia<0eb<0 = ab>0; 
iia<0eb>0 =ab<0. 

Provemos ii: De a < 0 e b < 0 resulta que 0 < —a e 0< —b; daí, por i, 
0<(-a) (-b). Mas (-a) (-b) = ab, como já vimos. Logo O < ab. 

e a? > 0 para todo a E Z e a? > 0 sempre que a + 0. 

De fato, se a >0 ou a <0, então a regra de sinais garante que 
al=a.a>0;e, sea = 0, obviamente a? = 0. 
sa<bec>0 =» ac<be 
sa<bec<0 = ac >be 
cacgbcec>0 agb 
eac&bcec<0 = asb 

Seja S um subconjunto não vazio de Z. Todo elemento k € Z tal que 
k < x, para todo x € S, chama-se cota inferior de $. Uma cota inferior de S que 
pertença a S chama-se mínimo de S. 

S não pode ter mais que um mínimo, Com efeito, se m e m’ são míni- 
mos de S, então m < m’ (pois m é mínimo de Se m' E S)em' € m (pela in- 
versão do raciocínio). Logo m = m’. 

Usaremos a notação min S (ou min(S)) para indicar o mínimo de 5, caso 
este exista. 

O, Princípio do menor inteiro: Seja S * Ø um subconjunto de Z. Se S admite al- 
guma cota inferior em Z, então $ possui mínimo. 
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A demonstração neste caso recai na do principio do menor número natu- 
ral. Vejamos como. Seja Sº = {x — k|x € S}, onde k é uma cota inferior de S 
que, por hipótese, cxiste. Notemos que S'#Ø (pois S * Ø) e que, como 
k < x, então x — k > 0 para todo x ES, ou seja, S' U Z, = IN. Logo, pelo 
princípio do menor número natural, $’ tem um mínimo mp = m — k, para al- 
gum m € S. Mostremos que m = min (8). Se x ES, então x — k € $’ e daí 
m-k&x-k. Donde m «x, e como m €S, então efetivamente 
m = min ($). 

O procedimento da demonstração pode ser visto no seguinte exemplo; 
Seja S=(-1, 0, 1, 2, 3, ...). Neste caso, tomando k = —2 por exemplo, 
entāo $ = {x — k|x ES} = {-1 - (-2), 0 = (—2), 1 - (-2), 2 - (2), ...} = 
=(1, 2, 3, 4, ...} cujo mínimo é 1 =m — (-2). Daí m = —1 = min($), o 
que, evidentemente, já poderíamos ter concluído de saída se o objetivo fosse 
apenas csse. 


4. Indução 


4.1 Primeiro principio de indução 


Seja a um número inteiro e suponhamos que a cada n > aesteja associa- 
da uma afirmação P,,, Admitamos ainda que seja possível provar o seguinte: 
i Po é verdadeira. 
ii Para todor > a, se Py) é verdadeira, então Pys} também é verdadeira. 


Nessas condições Pç, é verdadeira para todo n > a. 

A demonstração da validade desse princípio não difere em nada daquela 
que foi feita do princípio análogo em IN (cap. II, 3.1). Daí não a fazermos 
aqui. 


Exemplo 1: Provemos, usando o primeiro princípio de indução, que 
2"*! >n + 2, para todo n > ~1. 
nst A221 = (142 
Seja r > —1 e suponhamos 2'*! > r + 2 (hipótese de indução). 
n=r4i 2+0 2t. 2 r42) 


(pela hipótese de indução). Mas (r + 2) 2 = 2r +4=(r +3)+(r+1)> 
> r + 3, visto que, sendo r > —1, entãor + 1 > 0. Assim: 


n pr4+3=(r+1)+2. 
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4.2 Segundo princípio de indução 


Seja P uma afirmação associada a todo n maior que ou igual a um cer- 
to a EZ, dado a priori. Suponhamos que seja possível provar as duas condi- 
. sões a seguir: 
i Pé verdadeira. 
ii Para todo r > a, se Pa; é verdadeira sempre que a < k < r, então P, tam- 
bém é verdadeira. 


Então P,, é verdadeira para qualquer n > a. 


Prova: Seja S = {m EZ|m >a e Pé falsa). Devemos provar que 
S=Ø., Admitamos que se pudesse ter S&S e seja, segundo O,, 
mo = min(S). Como P, é verdadeira, devido à hipótese i, então mo > a. 
Logo, para todo k E Z, a < k < mo, Pq, é verdadeira (pois me é o mínimo dos 
m >a para os quais P, é falsa). Donde, pela hipótese ii, P(mo) também é 
verdadeira, o que é absurdo. 

Assim, efetivamente S$ = Ø e Pç, é verdadeira para todo m > a. E 


4.3 Somatórios e produtórios em Z 


A adição e a multiplicação em Z podem ser estendidas para n parcelas e 
n fatores (n > 9), respectivamente, por recorrência, tal como foi feito em IN: 
sea, ão, ..., 2, EZ, 


ata, +... + an= (a, tato. +a) Han 


anã... an = (ado... à, Jan 


Também não há motivos para mudar as notações: 


atat.. taS > a 


O índice i usado poderia ser substituído por qualquer outra letra (o ““a”” não 
seria conveniente). Se n = 1, faz-se: 


3 aca e T aza 
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Com isso, e usando indução, é possível generalizar várias propriedades 
vistas em Operações e relação de ordem em Z (item 3). Para tanto são peças 
fundamentais as identidades 

n=l 1 


z as Z ata, e ui a -i7 aias (n 22) 


que simplesmente expressam os conceitos introduzidos neste item com a nota- 
ção mais conveniente. 


e Sea, asn... an, b EZ (n 2 1), então 


De fato: 


n=r+1: 


»(5 a)=b(5 atas) E 


rH 


= "(5 a) +bau= Ý ba, +ban= $ ba 
ed 


i=i i=1 
Esta é uma generalização da propriedade distributiva da multiplicação em 
relação à adição (d; 3.2). 


Tudo que de geral foi visto no capítulo II (3.2) sobre somatórios e produtó- 
rios de números naturais também vale quando estes são substituídos por 
inteiros quaisquer. O motivo, obviamente, é que as propricdades em que 
aqueles resultados se apóiam tanto valem em IN como em Z. Por exemplo 


ž 


=na e E a= a", para todoa EZ 


i=1 


Assim 
5 5 
E C)=5-3=-15 e T (3=(-35=-283 
isi 
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* A propriedade “ʻa $ b e c < d = a +c < b + d” pode ser assim genera- 
lizada: se ap, ap b, ..., bp, EZ (n 2 1)e a; b (i= 1, 2, .., n) 
então: 


De fato: 
=>» 
jet 
r z 
Ser > 1, suponhamos Zu< >» 
iml i=1 
n=[+1: 


+ r r+ 


Zas $ atans z b+bu= Z h 


i=l i=l i=1 isl 
A versão mais comum dessa propriedade é que n desigualdades a; < b; 
(i=1,2,..., n) podem ser “somadas membro a membro”. 
A generalização da propriedade “a < b e c < d > a +c <b +d” éa se- 
guinte: 
Se nas n desigualdades a; < b, (i = 1,2,...,n;n > 1) para uma delas pelo 
menos se verificar a, < b,, então: 


a< Ëh 


i=i i=l 


Usemos o resultado anterior para mostrar que se a,, à;,...,a, EZ (n > 1), 
então: 


Š a =0 =» a=0(=1,2...,n) 
a 


Secada a; = 0, obviamente $ a? = 0. 


i=t 


Para a recíproca vamos levar em conta que 0 < a}, 0 < a3, ..., 0 < ab, re- 
sultado já exposto em 3, Se, para um certo índice k, ocorresse O < af, en- 
tão, levando em conta a propriedade anterior: 


o goca 
E 


o que contraria a hipótese. Logo a? = =a} =0 e, devido à lei do 
anulamento do produto: a, = a; = .. 
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5. Valor absoluto 


DEFINIÇÃO 1 Para todo a€ Z, o valor absoluto ou módulo de a (nota- 
cão |a|) é definido pelas seguintes condições: 
sempre que a > 0 
-asea<o 
Por exemplo: |-3] = —(-3) = +3 


PROPOSIÇÃO 3 Se a e b são elementos quaisquer de Z, então: 

i Ja] = |-al iii lab] = ja] |b] 

ii -la| <a < lal iv Ja +b] < ja] + |b} 
Demonstração: Quando a = 0 ou b = 0, as afirmações são imedia- 

tas. Portanto admitamos a É 0 e b # 0. 

i Se a > 0, então —a < 0 e daí |a] =a e |-a] =—{~a) = a. Se a < 0, en- 
tão |a| = —a e |-a] = —a, pois —a > 0. 

ii Suponhamos a >0 e portanto —a < 0; daí —a < a; como neste caso 
-lal=-a e |a| = a, então —}ja| = -a < a = |a]. Para o caso a < 0, o 
procedimento é o mesmo. 

jii Sea > 0 e b >O, então ab > 0 e portanto jab| = ab = |a] |bf. Se a < O 
eb>0, então |a| = ~a, |b] =b e fab] =-(ab) pois ab < 0; como 
lal lb| = (~a)b = —(ab), então |ab| = ļa| |b]. Sea <0 e b< 0, então 
ab>0 e portanto |ab|=ab, |a| =-—a e jb|=-b; e posto que 
lal Jbl = (-a) (-b) = ab, então |ab| = Jal [bl. 

iv Devido a ii valem 

-laļ < a< lal 
-lb] < b < Ibi 
Somando membro a membro essas desigualdades: 
—(lal + |bl) <a +b < lal + [b] 
Se |a +b| =a +b, comoa +b < |a| + jb], então ja + b| < Ja[ + jbl. 
E se |a + b| = —(a + b), então -|a + b| =a + b; como 
—(la/+ b|} < a + b, então —(ja| + [b}) « — [a + b|; donde 
la + bl < Jal + bi. = 
Exemplo 2: Provemos que 
Jal- [b] < ļa - bł < Jal + |b| 


para quaisquer a, b € Z. 
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que 


Como a = (a — b) + b, a parte iv da proposição anterior nos garante 


lal = |(2 - b) +b] < la - b| + b] 


e portanto |a| — |b] < la — bl. Finalmente: 


la — b| = la + (-b)| < |a] + l-b] = la| + db] 


EXERCÍCIOS 


154. 


155. 


156. 


157. 


158. 
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Seja a EZ, a £ 0. Prove por indução que: i) (—a)" =a", para todo 
n > Ô par; ii) (~a)" = —a”, para todo n > 1 ímpar. 


Para todo r > 0, prove que: 


2r f Zeti 

a É o=o b) È =- 
imt jet 

Use indução para provar que: 


aj0<a=>0<a, vn 30 

b} a<0 = 0<al, vn > 0 

Ja<0 = aco, vnz0 

Resolução de c): 

n = 0: a% = a! = a <0 (por hipótese). 

Seja r > 0 c suponhamos a”*! < 0. 

n=r+ E atO = aCt quot. a, 

Como a%*! < 0, pela hipótese de indução, e como a? > O (pois a * 0), 
então a”*! - a? < 0, Donde at*Dti < 0, 


Sejam a, e t elementos de Z e consideremos x = a;t + 1. Mostre que pa- 
ra todo n > O existe a, € Z de modo que x" = ant + 1. 


Sejam a, e t elementos de Z e consideremos x = a,t — 1. Mostre que pa- 
ra todo ímpar n > 1 existe a, E Z para o qual x° = a,t — 1. 
Resolução (por indução sobre n): 

n=lixi=(at-!)=at-l 
Seja r > 0 e suponhamos x+ = at — l, ondek = 2r + 1. 


Então: x4 tt = x% t3 = ade! xP = (apt — 1) (at — 1)? = (akt — 1) 


159. 


160. 


161. 


162. 


163. 


164. 


(aft? — 2a,t + 1). Podemos fazer ajt? —- 2a,t +1 = {aft ~ 2a,)t + 1 = 
=a,t + 1, onde a, = ait — 2a,. Logo 


KEH = xt = (at — 1) (ast + 1) = apt — 1, 


ondean=aat+a-a,. 


Se a, b EZ, prove por indução sobre n que a'-— b" = (a — b) 
(ami + a"-?b +... + ab™-? + br), para todo n > 1. 
Sejam a e b números inteiros {a # 0 ou b * 0). Prove quea? + ab +b?> 0. 


Sugestão: Para o caso a>0eb<0 (ou vice-versa), acrescente 
0 = ab — ab à expressão a? + ab + b? e leve em conta que ab < O (logo 
—(ab) > 0). 


Para quaisquer a, b € Z, prove que: a <b = a! < b’, 

Sugestão: Usar os exercícios 159 e 160. 

Se a, b € Z, prove que: @ = b° = a =b. 

Sex EZ, x # Q, prove que x®*! + 1 = {x + 1) (x® = x?! +... ~x + 1), 
para todo n 20. 

Resolução (por indução sobre n): 


n=0:; x?0t =x! + l =x + 1; o segundo membro neste caso é 
(x + 1) - 1. Logo, vale a propriedade para n = 0. 
Seja r > O e suponhamos 


xti stl) G-a. -a+ 1) 
Multiplicando a igualdade anterior por x?: 
KEN pts (A) (to ger E) 


Somando 1 a ambos os membros e passando x? para o segundo: 


XE A 1 = (x + 1) (3t? A = x? x?) — Gè — 1) 
Daí: 
a a S e aa rt pra) (x + S A Ca 1)= 
GADO A px x+1) 
Sejam a;, az, -.., à, E Z. Prove que: 
a |S als Sal: T lal 
i=l Tt 
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165. Um subconjunto S de Z, $ + Ø, se diz limitado superiormente se 3k E Z de 
modo que x < k, para todo x € S. Cada elemento k nessas condições 
chama-se cota superior de S. Uma cota superior de S que pertença a $ 
chama-se máximo de S. Se m e m’ são máximos de S, então m & m’ e 
m <m. Daí m =m’, Notação: m = max 8. 

Isso posto, prove que todo subconjunto $ de Z, S + Ø, limitado supe- 
riormente, possui máximo, 


Sugestão: Seja S' = {x € Z|-x E S}. Mostre que S” admite cotas in- 
feriores e que —(min $’) = max S 


166. Seja a € Z e indiquemos por P uma propriedade (verdadeira ou falsa) 
associada a cada n < a. Suponhamos que: i) P,y é verdadeira; ii) Yn < a, 
se P,„ é verdadeira, então P,, também o é. Prove que P,,jé verdadeira 
para todo n £ a. 


167. Seja n € Z, n # Q. a) Se n > 0, mostre quen = 1 + 1 +... + t(n par- 
celas). b) Se n < 0, mostre que n = (—1) + (=!) +... + (—1), onde o 
número de parcelas é p = —n. 


168. Seja f = Z — Z uma função tal que f(a + b) = f(a) + f(b), para quais- 
quer a, b EZ. Prove que: a) f(0) = 0; b) f(-a) = —f(a), para todo 


f E 
aEZ;o) (> a)= E fa), para quaisquer an, ap ...,a, EZ 
or É 


{n > 1); d) Dê exemplos de funções [:Z — Z para as quais se verifique 
a condição enunciada. 


169. Mostre que para uma função f:Z > Z vale a condição 
f(a +b) = f(a) + f(b), para quaisquer a, bEZ, se e somente se 
fim = fum, para todo n E Z. 


Sugestão: Decompor n + 0 segundo o exercício 167 (isso para estabe- 
lecer a condição necessária). 


170. Mostre que a função f:Z > IN definida por f(n)=2n se n>0 e 
f(n)=(-2)n — 1 sen < 0 é bijetora. 


171. a) Mostre que, para todo n > 1: 
Ri 


(Ort 42 10243 10054... + n) (10-10) + (a + 1)= AL E 
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b) Use a) para justificar a seguinte curiosa sequência de resultados rela- 
tiva ao nosso sistema de numeração: 
1:9+2=11 
12-9+3=111 
123- 9+4+4=11H1 
1234. 9+5 = 11111 
12345 - 9 +6 = 111111 


6. Aritmética em Z 


6.1 Múltiplos e diviseres 


DEFINIÇÃO 2 Diz-se que um número inteiro a divide um inteiro b 
seb = ac para algum c € Z. Quando isto acontece também sc diz que a é divi- 
sor de b ou que b é múltiplo de a (ou divisível por a). 

Usaremos a notação afb para indicar que a divide b ¢ afb no caso con- 
trário. O elemento c tal que b = ac é chamado quociente de b por a e indicado 


por c= 2 (eventualmente b : à). 
Por exemplo: 1]0, —2|+2, 010, 34-5. 


Em Z o conjunto dos múltiplos de um dado elemento a será também in- 
dicado por M, e é assim constituído: 


M, = (0, ta, +2a, +3a, ...} = M a 
Por exemplo: 


Me = {0}, M, = Me: 
0, +2, +4, t6, 
M, = {0, +3, +6, +9, 


z 
J=Mo 
J=Ms 


Os elementos de M; são os números pares de Z. É claro que os ímpares de Z são 
os elementos de Z — M; = (t1, +3, 5, ...). Em resumo: 


M,=(X|k€Z) 
Z-M,=(2k+1|k€EZ) 
As propriedades da relação “x|y'' em Z praticamente são as mesmas da 


relação análoga em IN. Daí porque não nos deteremos em demonstrações, sal- 
vo onde houver especificidades. 
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: dy aja (reflexiva) 
d, aļb e bja = a = +b 
Por hipótese b = ac, e a = be, e portanto a = a(c;c,). É claro que se 


a =Q então b = 0 e portanto o resultado vale neste caso, Se a É 0, então 
* Gey=1, do que resulta c, =c;= 1 ou c, = cp = — 1 (por quê?). Donde b= + a. 


-)d; alb e b|c = ajc (transitiva) 
d, alb e aļc = al(bx+cy), Yx,y EZ 
Em particular: aļb = albx, vx EZ. 
ds alb = |afljb] 


(=) Por hipótese b = ac, c €Z. Daí |b] = [acf = lal ]eļ, o que implica 


lall]bl. 
(=) Por hipótese |b| = |a]c, c € Z. Como |b| > Oe |a| > 0, então se pode 
concluir que c >0 e portanto c = |e]. Assim: [b] = [al le] = laci. 


Mas |b| = +b e [ac] = +ac = a(tc). Logo b = a(+c)e daf a |b. 
ds Sea =b +c e dic, então: dja = d|b. 


6.2 Algoritmo da divisão em Z 
{ou algoritmo de Euclides) 


Seja b um inteiro estritamente positivo. Se a € Z, mostremos que existe 
n € IN* de modo que nb > a. De fato, tomemos n = |a| + 1. Como b > 1, 
então: 


nban=Jaj+1i>a 
Logo é não vazio o conjunto. 
$ = {n E N*jnb >a} 


Observando que S C IN”, então 0 é uma cota inferior de S. Assim, pelo prin- 
cípio do menor inteiro existe q + 1 = min(S). Então: 


q<xa<(g+b 
Somando —(gb) a cada um dos termos: 
0<a~qgb<b 
Pondo a — qb = r, então: 


a=qb+r, onde0&<r<b 
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Pode-se provar ainda, de maneira análoga ao que foi feito em 4.2 (capítulo IT), 
que q e r, nessas condições, estão univocamente determinados. 
Assim chegamos ao 


TEOREMA 1 (algoritmo da divisão em Z ou algoritmo de Euclides): 
Para quaisquer a, b € Z, b > 0, existe um único par de inteiros q e r, de ma- 
neira que a = bq +r, onde O < r < b. 

Na igualdade que expressa o teorema, os elementos a, b, q € r são cha- 
mados respectivamente dividendo, divisor, quociente e resto na divisão euclidiana 
de a por b. 


Exemplo 3: Apliquemos o algoritmo aos números a = —38 e b = 8 
Observemos que o primeiro múltiplo de 8 que supera —38 é —32. 
—48 —40 -32 —24 —16 -8 O 8 16 M 32 40 48 


t 
—38 
Ou seja: —32 = (q + 1) - 8, o que implica q = —5. Daí: 
r=a-qb=-38-(-5).8=2 


Assim: -38 =8 - (-5) + 2, onde —5 é o quociente e 20 resto. 


EXERCÍCIOS 


172. Ache o quociente e o resto na divisão euclidiana de a por b nos seguintes 
casos: 


a) a = 390, b = 74 b) a = —124, b = 18 c) a = —420, b = 58 


173. Na divisão de 326 pelo inteiro b > 0, segundo o algoritmo de Euclides, o 
quociente é 14 e o resto é r. Ache os possíveis valores de b e r. 


174. Na divisão euclidiana de —345 por um inteiro b > 0, o resto é 12. Ache 
o divisor e o quociente em todos os casos possíveis. 
Resolução: -345 =b - q + 12 (12 < b). Daí -357 = bq (b > 12) 
Donde as possibilidades são as seguintes: b = 17 e q = -21 ou b = 21 
e q= -17 


175. Na divisão eudidiana de a por b o quociente é 6 e o resto, o menor possí- 
vel. Ache a e b nos seguintes casos: 
a) a- b = 525 
b) a +b = 234. 


103 


176. Qual o maior número natural de quatro algarismos divisível por 19? E 


177. 


178. 


179, 


180. 


181. 


182. 


183. 
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qual o menor? 


Prove que: 

a) 8° — 3º é múltiplo de 5, Yn > 0 
b) 64|(30*2 — 8n — 9), Yn > 0 

c) 7(3142 — 2*1), vn > O 

d) 912" + 15n — 1), vn > 0 


Sejam a, b, c inteiros tais que a|(b — 3c) e a|(3b ~ 4c). Mostre que 
alc. Pode-se concluir também que a|b? Justifique a resposta. 


Seja m um inteiro ímpar. Mostre que o resto da divisão de m por 4 é 1 
ou 3. 


Resolução: Vamos supor m = 2n + 1. Se r é o resto na divisão de m 
por 4, então: 


2n +1=4q +r (r=0, 1, 2 ou 3) 


Parar = 0 ou r= 2, o segundo membro dessa igualdade seria par, o 
que não é possível. 


Sejam m, n inteiros quaisquer. Mostre que: 


a) m é par se, e somente se, m + 2n é par. 
b) m + n é ímpar se, e somente se, m — n é ímpar. 


Seja a um inteiro, Mostre que: 

a) Um dos inteiros a, a + 1, a + 2 é divisível por 3 

b) Um dos inteiros a, a + 2, a + 4 é divisível por 3. 

c) Um dos inteiros a, a + 1, a + 2, a + 3 é divisível por 4. 


Resolução de b): Devido ao algoritmo de Fuclides, a = 3k, a = 3k + 1 
ou a = 3k + 2. No primeiro caso 3Ja; no segundo a + 3k+1+2= 
=3(k + 1)e portanto 3 |(a + 2); por fim, se a = 3k + 2, então a + 4 = 
=3k +6 = 3k +2) e 3l +4). 


Seja m um inteiro cujo resto da divisão por 6 é 5. Mostre que o resto da 
divisão de m por 3 é 2. 


Se o resto na divisão euclidiana de m por 8 é 5, qual o resto na divisão de 
m por 4? 


184. 


185. 


186. 


187. 


188. 


Sejam m e n inteiros tmpares. Prove que: 
a) 42m — 2n) 

b) 8|(m? — n?) 

c) 8l(m? + n? — 2) 


Mostre que ri[(r + 1) — t], para todo r > 2e todo n > 1. 


Prove que, para todo n > 0 

a) 712" = 1) 

b) 83" + 7) 

o pr + (D+) 

Mostre que a diferença entre os quadrados de dois inteiros consecutivos 


é sempre um número impar. E a diferença entre os cubos de dois intei- 
ros consecutivos? 


Seja m um inteiro. 
a) Mostre que o resto da divisão de m? por 3 é 0 ou 1. 
b) Se m é ímpar, mostre que o resto da divisão de m? por 4 é 1. 


Resolução de b): Como m=2k+1, então m? = 4k? + 4k + 1 = 
=4 - q+ 1 (q = k? +k). Pela unicidade do resto r da divisão em tela, 
r=1. 


189. Se a é um inteiro não divisível por 2 e nem por 3, prove que 24](a? + 23). 


190. 


191. 


192. 


Demonstre que: para que a? — bº seja múltiplo de 3 é necessário e sufi- 
ciente que a — b seja múltiplo de 3. 


Se 10a + b é múltiplo de 7, prove que a? — b’ também o é. 


Seja a um inteiro tal que 2/a e 3fa. Prove que 24|(a? — 1). 


Resolução: Aplicando o algoritmo da divisão para a como dividendo e 
6 como divisor: a = 6r + s (s = 0, 1, 2, 3, 4 ou 5). Como Ha e 3/a, 
então s= 1 ou s=5. No primeiro caso; a?— | = (6r + 1} - 1 = 
36r? + 12r = 12r(3r + 1). Se r é par, então 12r é múltiplo de 24 e o 
mesmo se pode dizer, portanto, de a? — 1; se r é ímpar, então 3r + 1 é 
par, daí 24| (a? — 1). O caso s = 5 pode ser enfrentado pela mesma li- 
nha de raciocínio. 
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6.3 Máximo divisor comum 


DEFINIÇÃO 3 Sejam a e b números inteiros quaisquer. Entende- 
mos por máximo divisor comum de a e b e indicamos por mde(a, b) o número in- 
» teiro positivo definido por: 
mde(a, b) = mde(Ja|, |b]) 
onde o segundo membro indica, obviamente, o máximo divisor comum de |a | 
e |b] em IN. 

Que mde(a, b) existe e é único, para quaisquer a, b € IN, fato já implt- 
cito na definição 3, decorre da teoria do máximo divisor comum em IN (item 
6, cap. IT). Outra consegiência é que mdc (a, b) = mde(a, b), para todo par 
de clementos a, b € Z. 

Se mde (a, b) = 1, diz-se que a c b são primos entre si ou que a é primo com 
b (ou vice-versa). 

Por exemplo: 

mde(—4, 6) = mde(4,6) = 2 
mde(-2, -3) = mde(2, 3 
mde(0, —4) = mde(0, 4) = 4 


i 


PROPOSIÇÃO 4 Um número d é o máximo divisor comum de a ¢ b 
(a, b E€ Z) se, e somente se: 


id>0 
ii dļa e d|b 
iiiclaeclb = cld 
Demonstração: 
= ) Como d = mde(a, b) = mdc(ja|, |b|), então d >0. Por hipótese 
dllal e alib], o que implica dJa e db. Finalmente, se cla e clb, en- 
tão lel| la} e Je) | lb], do que segue cl] mdc(lal, [b|). Daí, ela. 
(=) Comodla e dib, então da] e dJlb|. Sec/ja] e clIb], entãoc]a e 
clb; daí c|d, devido a iii. = 


PROPOSIÇÃO 5 Se alb, então mde(a, b) = ja |- 


Demonstração: i Obviamente |a| > 0. ii Como a = |a| (+1), então 
a é múltiplo de |a|; e como ab, então laljb. iii Se cla e cfb, então clJa]. 


PROPOSIÇÃO 6 Se a = bq + r, então mde(a, b) = mde(b, 1). 

A demonstração desta última proposição é análoga à da proposição 2 
(item 6, cap. II) — porisso não a faremos. 
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As proposições 5 e 6 servem de base para a determinação de mdc(a, b) 
pelo processo das divisões sucessivas, também no caso presente. Por exemplo, 
se a= —26 e b= 18: 


2 |4 
æ | | |O 
o 


A explicação (justificativa) do processo também consta do item 6, capítulo IL 
Assim: 


mdc(-26, 18) = mdc(26, 18) = 2 
1 PROPOSIÇÃO 7 Se d= mdc(a, b), então existem xp, yo € Z de 
maneira que 


d= ax, + byo 


Demonstração: Sea = b = 0, então d = O e qualquer par xo, yo satis- 
faz 0 = Ox, + Oyo. 
Se a #0 ou b é O (ou ambos), seja: 
S = {ax + bylx, y EZ} 
Comoa - a +b - b =a? +b? €S ea? +b? > O (pois a + 0 ou b + 0), então 


em S há elementos estritamente positivos. Se d é o menor desses inteiros, mos- 
tremos que d = mde (a, b). De fato: 


ii Comod € S, então existem xy, yo E€ Z de modo que d = axo + byọ. Apli- 
cando o algoritmo da divisão aos elementos a e d 


=dq+r (@<r<d) 


Substituindo d nesta igualdade pelo segundo membro da igualdade 
anterior: 


a = (axo + byo)q +r 
e então: 
r= a(1 — qu) + b fa(=yo)] 
de onde se conclui que r E $. Sendo r positivo e levando em conta que d é 
o menor dos elementos estritamente positivos de S, entāo r = 0. Donde 
a = dq e d|a. Analogamente se prova que d|b. 
iii Como d = ax, + by,, todo divisor c de a e b é divisor de d. E 
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COROLÁRIO 1 Dois números a e b são primos entre si se, e somente 
se, existem xo, yo € Z de maneira que ax, + byo= 1. 


Demonstração: 
(=) É a proposição 7 para d = 1. 


(+=) É daro que 1>0 e que IJa e t|b. Agora, se cla e clb, então 
cl(ax, + byo), ou seja, cji. a 


Exemplo 4: Os elementos xo, y, cuja existência a proposição anterior 
garante não estão univocamente determinados. Mas o processo das divisões 
sucessivas nos permite encontrar sempre uma solução para esse problema 
quando a + 0 e b # O (os demais casos são imediatos). Sejam por exemplo 
a=-26 e b = 18. Como já vimos: 


26 =18.1+8 
J8= 8.242 
8 


[i 
N 
q 


onde destacamos os elementos principais do processo. Como mde(26, 18) = 2, 
toma-se a igualdade onde o resto é 2 e faz-se: 
2=18-8-2 


Como 8=26- 18 - 1 (o que sai da primeira das igualdades anteriores), 
então: 


2= 18- (26 — 18 > 1): 2 = 26(-2)+ 18 -3 
Isto mostra que (~2, 3) é solução de 
26x + 18y =2 
Portanto, xy = 2 c yo = 3 são uma solução de (—26)x + 18y = 2. 
Observe-se que, por exemplo, (20, 29) também é solução de 


(-26)x + 18y = 1. Ainda neste capítulo (7) mostraremos como achar o con- 
junto das soluções de ax + by = c (a, b,c € Z), 


COROLÁRIO 2 Se a e b estão em Z, a*0 ou b#0, e se 
d = mde(a, b), então: 


mde(2,b)=a 


108 


Neste caso é possível uma demonsiração mais elegante que em IN. Da hi- 
pótese decorre que existem xo, Yo E Z para os quais ax, + by, = d. Daí: 


a b 
qrtqr=l 
o que, pelo corolário anterior, garante a tese. C] 


COROLÁRIO 3 Se albe e mde(a, b) = 1, então ale, 

Por hipótese existem xo, yo EZ de modo que ax, +byo= 1. Daí 
(ae)xo + (be)yo = c. Como a divide o primeiro membro (pois é fator de ac e 
divide be, por hipótese), então a e. E 


COROLÁRIO 4 Se a e b são divisores de c # 0 e mdc(a, b) = 1, 
então abje. 

Deixamos a demonstração como exercício, A idéia é, mais uma vez, 
usar o corolário 1. 


Nota: O conceito de máximo divisor comum pode ser estendido para 
três ou mais números inteiros, por recorrência, assim: 


mdc(a,, &, ..., ân) = mdc(mdc(a,, a2, ..., an-ı), an) 
Nessas condições d E Z é o máximo divisor comum de a,, ..., A, 8€, € somen- 
te se, id > 0; idlafi = t, 2, .., n); iiiclaG = 1,2, ..., n} > cld 
Por exemplo: mde(-6, —4, 8) = mdc(mdc(-6, —4), 8) = 
= mdc(mdc{6, 4), 8) = mdc(2, 8) = 2. 


6.4 Mínimo múltiplo comum 


DEFINIÇÃO 4 Dados a, b E Z, existe e é único o mínimo múltiplo 
comum m de |a] e |b| em IN. O número m é chamado também mínimo múlti- 
plo comum de a e b. Notação: m = mmc(a, b). 

Da teoria do mínimo múltiplo comum em IN decorre que mmc (a, b) = 
= mme(b, a). 

Seja m = mme(a, b). Notemos o seguinte: 
i m > 0 pois m é o mmc de |a] e |b| em IN. 
ii Como m é múltiplo de [a] e de |b|, então m é múltiplo de a eb. 
iii Se m’ é múltiplo de a e b, também o é de |a] e de |b| e portanto é múltiplo 
de m, pois m = mme(|al, |b[) (em IN). 
Reciprocamente, seja m > O um inteiro múltiplo de a e de b, tal que to- 
do múltiplo comum de a e b também o é de m. Isto posto: a) m é múltiplo de 
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faje de |b|; b) se m’ é múltiplo de |af e |b|, m’ é múltiplo de a e b e portanto 
é múltiplo de m. Logo m é 9 mmc de |a] e |b| em IN € então o mmc de a e b 
emZ. 


PROPOSIÇÃO 8 Para quaisquer a, b E€ Z: 
mdc(a, bj» mmc{a, b) = |a} [b}= |ab| 
Em particular, se a # 0 ou b * 0, então: 


lab] 


mme(a, b) = micê, 


Demonstração: De fato, levando em conta a proposição 4, capítulo I: 
mde(lal, |b|) mme(lal, Ibl) = Jal lb] = [ab| 
Agora é só levar em conta que 
mde(Ja|, |b|) = mde(a, b} e mme(/a], |bi) = mmc(a, b} 
E se a #0 ou b # 0, então mde(a, b) = mde( |a], [b|) £ 0. Logo: 


mde(a, b) mme(a, b) = Jab] = mme(a, b) = AN = 
Por exemplo, como mde(-26, 8) = ? (exemplo 4), então 
mme(-26, 8) = Att =4.26= 104 


Nota: Se a,,a,,...,a, E Z (n > 2), então pode-se definir o mínimo 
múltiplo comum desses elementos, por recorrência, do seguinte modo: 
minc(a,; do, ..., an) = mme(a,, mme(a,, às, ..., a,)) 
Isso posto, um elemento m € Z é mínimo múltiplo comum de a,, az, ..., à, 
se, e somente se: 
im2>0, ialm(i=L2%.om; dialm(i=1,2,..0,0) > m|m. 
Por exemplo: mmc(-6, 10, —12)=mme(-6, mmc(10, —12)) = 
= mmc(6, mme(10, 12)) = mme(6, 60) = 60. 


EXERCÍCIOS 


193. Calcule: 
a) mmc(-120, 68) 
b) mde(O, -204) 
c) mde(-68, 250) 


d) mme(20, -74) 
e) mme(—42, —54) 

f) mme(-20, 77, —120) 
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194. 


195, 


196, 


197. 


198. 


199. 


200. 


201. 


202. 


203. 


204. 


205. 


206. 


Se a = —5? - 41,b = 3? -5 - 19 c c= —13, determine: 
a) mdc(a, b) c) mdc(a, b, c) 
b) mmc(b, c) d) mmc(a, b, c) 


Se A = {x EZ|mdc(x, 2) = 1} e B= {x E€ Z|mdc(x, 3) = 1), ache 
ANB, 


Se n é inteiro, quais os possíveis valores de mde(n, n + 7)? 


Encontre os valores possíveis de b em Z de mancira que: 
a) mde(63 — b, b) = 9 c) mme(b, b + 15) = 180 


b) mde(20 + b, b) = 4 d) mde (e .») -8 


a) Se n é um inteiro par, prove que mde(n, n + 2) = 2. 
b) Se n é ímpar, prove que mde(n, n + 2) = 1. 


Resolução de b): Seja d = mdc(n, n + 2). Então d|n, d|(n + 2) e por- 
tanto d|2. Logo d = 1 ou d = 2. Mas como n é ímpar, então d não po- 
de ser igual a 2. Donde d = 1. 


Sejam a e b inteiros primos entre si, Prove que mme(a, b) = ab]. 
Sejam a, b EZ. Prove que: mdc(a, b)= 1 <= mde(a + b, b} = 1. 
Sejam a, b e c três inteiros assim relacionados: c = ab + 1. Prove que 
mde(a, c) = mdc(b, o) = 1. 


Sejam a, b e c inteiros arbitrários. Se mdc(a, b) = 1 e cl(a + b), prove 
que mde(a, c) = mde(b, c) = 1. 

Resolução: Seja d = mdc(a, c). Então d|a, dje e, como c| (a + b}, en- 
tão d|(a + b). Logod|b, pais b = (a + b) — a. Consequentemente d| 1, 
pois 1 = mde(b, 0). 

Sejam a e b inteiros primos entre si. Prove que mde(a + b, a — b) = 1 
ou mdc(a+b,a-b)=2. 


Mostre que mdc(a, b) = mdc(a, b, a + 6), para quaisquer a, b € Z. 


Seja c um inteiro ímpar. Se c é um divisor de a + be de a — b, mostre 
que c também é um divisor de d = mde(a, b). 


Considere os inteiros a,.b e c. Se ale, c]b e mde(a, b) = 1, prove que 
a=<l. 
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207. Para dois inteiros quaisquer a e b, prove que mdc(a, b) = mdc(5a + 3b, 
13a + 8b). 5 


208. Se méc(m, b, c) = 1, prove que mde(a, b, c) = mdc(ma, b, c), para 
qualquer a E Z. 
Resolução: Seja d = mde(a, b, c). Obviamente d > 0 e dl(ma), d|b e 
dle. Seja r um divisor comum a ma, b e c e mostremos que mdc(r, m) 
= 1. De fato, ses|r e slm, entãos|b, sc e s|medaís = +1, devido à 
hipótese. Como r|(ma), o fato de mde(r, m) = t implicar |a. Logo, rļa, 
rlb e r|c e portanto r|d. 


209. Para todo inteiro n, prove que n(n + 1)e n + 2 são primos entre si se n 
é ímpar e mdc(n(n + 1), n + 2) = 2 se n é par. 
210. Se d = mde(—68, 42), ache dois inteiros xp € yọ de maneira que 
(-68)x + 42yo = d 


211. Encontre um par de inteiros xo, yo para o qual (—109)x, + (-49)yo = 1. 


212. Se a e b são inteiros não nulos, prove que: 
a) Existem inteiros x e y para os quais ax + by = c se, e somente se, c É 
múltiplo de d = mde(a, b). 
b) Se existem x, y ÈZ de maneira que ax + by = d, onde d = mde (a, b), 
então mde(x, y) = 1. 


213. Demonstre que se albe e mde(a, b) = d, então alcd. 


Resolução: Devido à proposição 7, existem xg, yo E Z para os quais 
d = axo + byo. Daí: cd = (ac)x, + (be)ys. Como a |(ac) e, por hipótese, 
a](be), então a |ed. 


214. Prove que, se ac, bJc e mde(a, b) = d, então ablcd. 
Sugestão: Use a mesma idéia do exercício anterior. 
215, Prove que mde(a + b, a — b) > mdc(a, b), para quaisquer a, b € Z. 


216. Sejam a e b inteiros primos entre si. Prove que: 
a) mdc{2a + b, a + 2b) = 1 ou 3 
b) mdc{a + b, a? + b?) = 1 ou 2 
c) mde{a + b, a? — ab + b?) = 1 ou 3 


Resolução de a): Seja d = mdc(2a + b, a + 2b). Então d|a + b), 
dl(2a + 4b) e portanto d|(3b). Mas mde(d, b) = 1. De fato, se rld e 
r|b, então ri(a + 2b) e r| (2b) e daí r|]a; absurdo pois mde(a, b) = 1. 
Logo d/3, razão pela qual d = 1 ou d = 3. 


217. Se se efetua a divisão euclidiana de 4 373 e de 826 pelo mesmo número 
b >0, obtêm-se restos 8 e 7, respectivamente. Qual o valor de b? 


218. Determine todos os números de três algarismos que são múltiplos, si- 
multaneamente, de 9 e 11. 


219, a) Sen é um inteiro arbitrário, prove que n(2n + 7) (7n + 1) é múltiplo 
de 6. 
b) Prove que ab(a? + b?) (a? — b?) é múltiplo de 30, para quaisquer 
a bEz. 


Sugestão para b): Mostrar que a expressão dada é divisível por 5 e 
por 6. 


220. Prove que: mdc(a, mn) # 1 <=> mde(a, m) 1 oumde(a, n) # 1. 


Resolução: 

(=) Vamos supor mdc(a, mn)=d>1, mdc(a, m)=1 e 
mde(a, n) = 1. Desta última relação decorre que, para conve- 
nientes xç, yo E Z, axo + nyọ = 1. Daí amx + mny, = m. Como 
d divide as parcelas do primeiro membro desta igualdade, d |m. 
Mas d|a e, sendo 1 = mdc(a, m), d = 1. Absurdo. 

(+) Admitamos, com a hipótese feita, que mdc(a, mn) = 1. Logo, pa- 
ra algum par xg, yo € Z, axo + mny = 1. Mas daí segue, simul- 
tancamente, que mdc(a, m) = mdc(a, n) = 1 (corolário 1, propo- 
sição 7). Absurdo. 


221. Prove que o produto de cinco inteiros consecutivos é múltiplo de 120. 


222. Sea, m e n são inteiros positivos e n é ímpar, prove que: 


mde(a”" — 1, a" + 1) < 2 


Resolução: Seja d=mdc(a" — 1, ar + 1). Então a" = 1 +kd e 
a"=sd— 1. Daí (a")"=a™=]1 +ud e (ar) =a™=vd— 1 (ver 
exercícios 157 e 158). Daí ! + ud = vd = 1 e portanto d(v — u) = 2. 
Donde d|2, o que implica d = 1 ou d = 2. 


113 


6.5 Números primos 


DEFINIÇÃO 5 Um número p E Z é chamado inteiro primo (ou sim- 
, plesmente primo) se |p| é primo em IN. 
Por exemplo: —2, —3 e —5 são inteiros primos pois 2, 3 e 5 são primos 
em IN. 


PROPOSIÇÃO 9 Seja p E Z. Então p é um inteiro primo se, e so- 
mente se, p #0, p É +1 e os únicos divisores de p são +1 e +p. 


Demonstração: 

(=) Sepé primo em Z então |pfé primo em IN. Logo |p} £ 0 e |p] £ 1,0 
que implica p #0 e p # +1. 

Se alp, então fal[fp| e, devido à hipótese, |a| = 1 ou |a| = p. Logo 
a=tloua=tp. 

(+) Sep+0 e pt +1, então lp|*0 e lp] #1. Sec E INecllpl, então 
lpi = cq (q € IN) e então |p| = Jeq). Daf p = +cq = c(+q) e portanto 
clip (em Z). Pela hipótese c = +1 ou c = *p. Como c E IN, então 
c=1ouc= |p]. Assim, provamos que |p] é primo em IN. Logo p é 
primo em Z. a 


PROPOSIÇÃO 10 Sejam a, be p números inteiros. Se p|ab e p é 
primo, então p| a ou p|b. 
A demonstração não difere daquela feita para a proposição 6, capítulo II. 


TEOREMA 2 (teorema fundamental da aritmética em Z): Seja a E Z, 
afOcaw 1. Então existem números primos p;, Pr, -.., P, EZ (r > 1), 
todos maiores que 1, de maneira que: 


a = PPr- Pe r ae pipe Pe 


conforme a > O ou a < 0. Ademais essa decomposição, a menos da ordem dos 
fatores, é única. 

A demonstração é imediata. No que tange à existência, basta considerar 
que a = tJa|e aplicar o teorema fandamental da aritmética (teorema 3, cap. 
11) ao número natural |a|. Quanto à unicidade, o raciocínio é o mesmo em- 
pregado no referido teorema. 

Por exemplo: 


-100 = -2 . 5? 
-105 = ~3- 5.7 
Um número inteiro a É 0, a É +1 que não é primo chama-se composto. 
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Obviamente a é composto se, e somente se, —a é composto. Se a é composto, 
então existem b, c EZ, 1 < b, c < al, de modo que a = +(be). De fato, co- 
moa £ 0 e a É +1, então a admite um divisor primo b > 1. Daí a = bq, on- 
de q€Zeq* 1 (pois a não é primo), além de, obviamente, q É O. Daí 
la] > t. Considerando ainda que |a| = |b| lg! e Ib] > 1, então lg] < lal- 
Assim, basta fazer c = |ql. 


EXERCÍCIOS 


223. Decomponha em fatores primos, segundo o teorema fundamental da 
aritmética em Z, os seguintes inteiros: 
a) —28 820 c) —12 317 
b) —1 324 413 d) —1 996 


224. Verifique se são primos os seguintes inteiros: 
a) —449 c) —511 
b) -427 d) —227 


225. Seja p um número primo, p É +2 e p É +3. Prove que existe k € Z de 
modo que p° = 24k + 1, 


Sugestão: A hipótese obriga que p = 6a + 1. 


226. Para todo inteiro n, prove que: 


mde(n = 1, n? +n + 1)= 1 ou 3 


Resolução: Vamos supor mdc(n — t, n? + n + 1) = d > 1 eseja pum 
divisor primo de d. Então pl(n — 1)? e pl(n?+ n + 1); daí p|3n, pois 
(n2+n+1)-(n — 1)2=3m. Como p é primo, então p|3 ou pJn. Se 
pln, como p|(n? + n + 1), então p| 1, o que não é possível Logo p = 3 
lou p = —3)e o único fator primo positivo de d é 3. Provemos que o ex- 
poente de 3 em d é 1, ou seja, que d = 3. Se d = 3* (k > 1), entāo 
9|(n - 1) e 9|(m?+n + t); daí n=9r+ 1 e n?+n +1 = 9s; logo, 
(Or + A (Or + 1) +1 = 81r? + 27r +3 = 9(9r? + 3r) + 3 = 9s, do 
que resulta 3(9r? + 3r) + 1 = 3s. Absurdo. Donde, s d > 1, então 
d=3. 


227. Determine todos os inteiros primos que podem ser escritos como n? — t, 
para algum n € Z. 


228. Se n é um inteiro e nº — 1 é primo, mostre que n = 2 ou n = —}. 


229. Para todo inteiro n > 3, prove que n’ + 4 é um número composto. 


Sugestão: Acrescente 4nº — 4n? à expressão e procure fatorar o resul- 
tado, 


230. Sen? + 2 é primo, prove que n é múltiplo de 3. 


Sugestão: Mostre que são impossíveis as alternativas n = 3q + 1 ou 
n=3q+2. 


231. Se p > 5 é um número primo, prove que p? + 2 é um número composto. 


232. Se o resto da divisão euclidiana de um número primo por 3 é 1, mostre 


que na divisão desse número por 6 o resto também é 1. 


233, Sejam d, = mde(a, b,) e do = mde(a, bs). Prove que mdc(a, b,b,) = 


= mdc(a, d;d.). 


Sugestão: Se r é um divisor qualquer de b,b;, então r = r,rz, onde r, é 
divisor de b, e r é divisor de b, — o que é consegiência do teorema fun- 
“damental da aritmética. 


234. Seja n > 4 um número inteiro composto. Prove que n divide (n — 1)! 


Resolução: Sendo n composto, então existem a, b € Z de maneira que 
i<abgn-len=ab. Assim, aeb são fatores de (n — 1)! Se a £ b, 
é imediato, então, que n divide (n — 1)! Se a = b, então n = a° 24,0 
que implica a > 2. Daí 2a < aê = n e portanto 2a também é fator de 
(n — 1)! Donde 


m-t! = 


n= 1)... (2a). an 21 


o que mostra que a?|(n — 1)! 


235. Ache dois inteiros a e b, se o primeiro tem 21 divisores, o segundo 10 e 


mde(a, b) = 1 250. 


236. Mostre que há uma infinidade de primos da forma 4r + 1. 


Sugestão: Suponha que os primos dessa forma fossem n: py, Pz, +, Pn: 
Considere a = pipa... Pa + 1. Os fatores primos de a têm que ser da 
forma 4n + 3. Mas isso levará a um absurdo. 


237. Ache o menor inteiro positivo n para o qual a função f(n) = n? + n + 17 
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fornece um número composto. Faça o mesmo com as funções 
g(n)=n?+2in+ 1e h(n) = 3n? + 3n + 23. 


238. 


239. 


240. 


241, 


242. 


243. 


244, 


Em 1742 o russo Christian Goldbach formulou a seguinte conjectura 
(conhecida como conjectura de Goldbach): “Todo inteiro par maior que 2 é 
soma de dois números primos positivos”. Por exemplo: 4= 2+ 2; 
6=34+3,8=345;10=347; 12=5+7,ete. Essa ainda é uma 
questão em aberto na Matemática, 

Admitindo a conjectura de Goldbach, prove que todo inteiro par maior 
que 5 é igual à soma de três números primos positivos. 


Sugestão: Se 2n — 2 = p + q (p ¢ q primos) então In = 2+ p+qe 
2n+l=p+q+3. 


Seja p um número ímpar. Se pc p + 2 são números primos, diz-se que p 

cp + 2 são primos gêmeos. 

a) Mostre que 1 949 e 1 951 são primos gêmeos. 

b) Se pep + 2 são primos gêmeos e p > 3, mostre que sua soma é múl- 
tiplo de 12. 


Seja p#5 um número primo ímpar. Prove que 10)(p?- 1) ou 
10|? + 1). 


Sejam a e b inteiros tais que mde {a, b) = p, onde p é primo. Prove que 
mde(a?, b) =p ou p° 


Resolução: Seja mdc(a?, b) = d e indiquemos por q um divisor primo 
de d. (Note-se que como pla? e p]b, então d > 1.) Como qla? e qlb, 
então qla e qlb; daí q |p e portanto q = p. Assimd = p' (r > 1). Vamos 
supor quer > 2. Então, de um lado, p?|b. De outro, p'|a!, o que leva a 
a? = p'ą (a € Z); mas pla e então a = ps (s € Z); assim p?s? = p'q, de 
onde segue (cancelando p?) que p|s e portanto (já que a = ps) p?Ja. Co- 
mo porém mdc(a, b) = p, as conclusões a que chegamos (p?Ja e p?]b) 
constituem um absurdo. Logo r « 2. 


Se mde(a, b) = p, onde p é primo, mostre que mdc(aº, b) = p, p° ou p°. 


Quais os valores possíveis de mdc(a!, b?), se mdc(a, b) é um número 
primo? Justifique. 


a) Ache o expoente de 5 na decomposição de 100! em fatores primos. 
b} Qual o expoente de 7 na decomposição de 1 000 em fatores primos? 
Justifique a resposta. 


Resolução de a): Os fatores de 100! = 100 - 99 ..,.2- 1emqueo5 
figura são 5, 10, 15, ..., 95, 100 (vinte fatores). Observemos que: 
5-10:15...95:100=52.(1.2.3...19 - 20). No produto en- 
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tre parênteses o 5 figura nos fatores 5, 10, 15 e 20. Como 
5-10-15-20=5*.(|-2-3.- 4), então o expoente de 5 no fato- 
rial 100! é 20 + 4 = 24. 


245. Decomponha em fatores primos, segundo o teorema fundamental da 
aritmética, o qúmero 50! . 


Sugestão: Estenda o raciocínio do exercício anterior a todos os fatores 
primos de 50! 


246. Se mde(a, b) = d, prove que mde(a?, b?) = d’. 


247. Se p e p? + 8 são ambos números primos, prove que p? + 4 também é 
primo. 


248. Sejam a e b inteiros primos entre si e n um inteiro tal que n + 2 = pé 
um número primo, Mostre que: 


mde(a+b,a?-nab+b?)=1 ou |p| 
249. Sea = 2" + ] é primo {n > 1), prove que n = 2"(r > 0). 


Resolução: Vamos supor que um dos fatores primos de n fosse fmpar. 
Se 2s + 1 (s # 0) é esse fator, então n = t(2s + 1), onde t > 1, e 


(2+1 


a 


Fazendo 2! = x, então a = x%+! + 1, Mas, conforme exercício 163: 
ev Al=(x+)(GE-xbi+.-x+])=a 

Absurdo, poisx + 1 2 e x»-x2-!+...-x+1>2(porquê?)ca 

é primo. Se n não possui fatores primos ímpares, então n é potência de 2 

(expoente > 0). 


7. Equações diofantinas lineares 


Diofanto de Alexandria viveu provavelmente no século III d.C. Dele se 
conhecem duas obras: Sobre números poligonais e Aritmética. Esta última, da qual 
restam seis livros (segundo o prefácio o número total de livros seria treze), é a 
mais importante e original. Trata-se de uma coletânea de problemas, na maio- 
ria indeterminados, para cuja resolução Diofanto usa sempre métodos algébri- 
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cos, com o que se distingue substancialmente da matemática grega clássica. 

Devido a essa sua utilização de métodos algébricos, hoje recebem o no- 
me de equações diofantinas todas as equações polinomiais (com qualquer número 
de incógnitas), com coeficientes inteiros, sempre que se trata de procurar suas 
possíveis soluções também entre os inteiros. Isso embora Diofanto só tenha es- 
tudado algumas dessas equações, em casos particulares, e embora o universo 
que tenha usado para resolução de seus problemas fosse o conjunto dos núme- 
ros racionais positivos. 

Neste item estudaremos as equações diofantinas lineares, especialmente com 
duas incógnitas. Consideremos pois uma equação: 


ax + by = e (1) 


onde a, b € Z e suponhamos a e b não simultaneamente nulos. Uma solução 
de (1) é, neste contexto, um par (x,, yo) EZ x Z para o qual a igualdade: 


axo + bya = € 


é verdadeira. Vejamos em que condições (1) admite soluções. 


PROPOSIÇÃO 11 Uma equação diofantina ax + by = c, em que 
a #0 ou b #0, admite solução se, e somente se, d = mde(a, b) divide c. 
Demonstração: 
(=) Se (xo, yo) EZ x Z é solução, vale a igualdade: 
ax, + bys = c 
Como dļa e d]b, então dlc (propr. d4). 


(*=) Como d = mdc(a, b), a proposição 7 garante que d = axo + byp, para 
um conveniente par (xs, yo) € Z x Z. Mas da hipótese dc segue que 
c = dt, para algum t € Z. Assim 


c= dt = (axo + bya)t = a(s8) + b(yot) 


o que mostra que (xot, yot) é solução da equação considerada. B 


PROPOSIÇÃO 12 Seja (xo, yo) uma particular solução da equação 
diofantina ax + by = c, onde a £ 0 e b £ 0. Então essa equação admite infi- 
nitas soluções e o conjunto dessas soluções é: 


s=[urbiy-+)nez) 


onde d = mde(a, b) 


Demonstração: Se indicamos genericamente por (x', y’) as soluções 
de ax + by = c, então 


ax? + by’ = c = axo + by, 
o que equivale a 
y a(x’ — x) = bly- y’) 

Daí, supondo a = dr e b = ds, vem 

r(# -x)= syo- y’) 
onde mde({r, s) = 1. Como, pela igualdade anterior, r divide s{yọ — y’), então 
rl(yo— y')e portanto yọ — y’ = rt para algum t E Z. Donde 

E a 

yY=y-rt=y- qt 

Observando agora que 
r(x = xo) = s(yo = y’) = srt 

obtém-se 


+ b 
Nentst=m+ qt 


Por outro lado não há dificuldade nenhuma em se verificar que, para to- 
dot €Z, o par 


b a 
[ar Ttr: 
é solução da equação dada. Isto conclui a demonstração. E 


COROLÁRIO Se a e b não são nulos e mde(a, b) = 1, então a equa- 
ção diofantina ax + by = c tem conjunto solução não vazio dado por 


S=((xo+bt,yo—at)ltEZ) 


onde (xy, yo) é uma de suas soluções particulares. 


| Exemplo 5: Vejamos como achar as soluções de 172x + 20y = 1 000. 
É claro que essa equação é equivalente a 43x + 5y = 250, obtida pela divisão 
de seus coeficientes por 4. Como mdc (43, 5) = 1, esta última equação é compa- 
tível (tem soluções), o mesmo ocorrendo, portanto, com a equação dada. Note- 
mos que se (x,, yo) é solução de 43x + 5y = 1, então o par (250xo, 250yo) é so- 
lução de 43x + 5y = 250. Mas uma solução de 43x + 5y = 1 pode ser achada 


conforme o exemplo 4: de 


120 


mm 60 
+++ 
dado O 


obtém-se 
1=3-2-1=3-(5-3-1)=3-2+5-(CD=(48-5.8)-2+ 
+5- (~1)=43 -2+ 5- (—17) e portanto: 
(xo, Yo) = (2, —17) 

Logo (250x9, 250y5) = (500, —4 250) é uma solução particular da equação da- 
da. Conseqüentemente sua solução geral se expressa por: 

x = 500 + 5t 

y = —4 250 — 43t 
onde t E Z. 


Nota: Quando os coeficientes de x e y numa equação diofantina linear 
não são ambos positivos, sua resolução pode ser feita mais facilmente obser- 
vando que: se (xo, yo) é solução de ax + by = c, então (—xp, Yo); (to, —y6) € 
(=x, ~ yo) são soluções respectivamente de 


—ax+by=cax—-by=c e -ax-by=e 


7.1 Equações diofantinas a três incógnitas 


Consideremos agora a equação a,x + ay +a,z =b, onde os 
a(i = 1, 2, 3) não são nulos. A mesma argumentação usada para provar a 
proposição 11 garante que essa equação admite soluções se, e somente se, 
d= mdc(a,, az, as) divide b. 

Se mdc(a;, a) =d;, então existem k,, k EZ para os quais 
aik; + azk; = dy. E como d = mdc (d; , às), então existem k, zo € Z de manei- 
ra que d = d,k + aszo. Logo: 


d= (ak, + azk,)k + a;zo = a,(k,k) + as(kok) + asz0 
Fazendo k,k = xp € kk = yo, então: 
axo + asyo + azo = d 


Assim, se a,x + ay + asz = b admite solução, como b = dq, para al- 
gum q € Z, então: 


ai(xoq) + a,(yoq) + as(zaq) = dg = b 


O que mostra que (x9q, Yoq, Z0q) é uma de suas soluções particulares. 
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Exemplo 6: Vejamos como encontrar uma solução particular de 
100x + 72y + 90z = 6 


Como mde(100, 72, 90) = 2 e 2]6, então essa equação é compatível. Consi- 
deremos sua forma equivalente: 


50x + 36y + 45z = 3 


De 
50=36:1+14 
36=14:2+ 8 
= 8:1+ 6 
8= 6-1+ 2 
6= 2-3 
segue: 
2=8-6-1=8-(l14-8:1):1=8:2+14: (1)= 


=(36— 14 2) - 2+ 14- (—1) = 14(-5) +36 : 2 = 
=(50 — 36 - 1) - (5) +36 : 2 = 30 > (-5)+ 36- 7 
Além disso: 
45=2-22+1 = 1=45 -1+2 (-22) 

Donde: 

1=45 : 1+ [50 - (—5) + 36 < 7] - (22) = 

= 50 . 110+ 36 -(-158)+45-1 
Logo o terno (330, —462, 3) é uma solução da equação dada. 


EXERCÍCIOS 

250. Resolva cada uma das seguintes equações diofantinas: 
a) 3x + 4y = 20 d) 18x — 20y = -8 
b) 5x- 2y =2 e) -26x + 39y = 65 


c) 24x + 138y = 18 F) 12x — 27y = 33 


251. Dividir 100 em duas parcelas positivas tais que uma é múltiplo de 7 e a 
outra de 11 (Euler). 


252. Ache todos os inteiros estritamente positivos com a seguinte proprieda- 
de: fornecem resto 6 quando divididos por 11 e resto 3 quando divididos 


por 7. 


253. 


254. 


255. 


256. 


257. 


258. 


259, 


Resolução: Indiquemos por n, genericamente, esses números. Então 
n=1ix+6=7y+3. Daí llx— 7y = —3. Uma solução particular 
) e portanto sua solução geral é dada por 
— ilt (tEZ). Devemos impor que 
—60 — 77t > 0, oquelevaat=—1,-2,-3,... 
e daí x = 1, 8, 15,... . Logo, n = 17, 94, 171, ..., 77r + 17, 


Um parque de diversões cobra US$ 1 a entrada de crianças e US$ 3a de 
adultos. Para que a arrecadação de um dia seja US$ 200, qual o menor 
número de pessoas, entre adultos e crianças, que poderiam frequentar o 
parque nesse dia? Quantas crianças? Quantos adultos? 


Um certo número de “seis” e de ““noves”” são adicionados e a soma resul- 
tante é 126. Se o número de ““seis”! e o de “noves” fossem permutados, a 
soma seria 114. Quantos “seis” e quantos “'noves”” foram somados? 


Ao descontár um cheque de viagem o caixa se enganou, de maneira que 
recebi tantas notas de US$ 50 quanto as de US$ 10 que deveria ter rece- 
bido e vice-versa. Só depois percebi o erro e verifiquei que, se gastasse 
US$ 300 da importância recebida, ainda ficaria com o dobro do valor de 
meu chegue. Verifiquei também que este valor era o menor possível pa- 
ra que tal fato pudesse ocorrer. Qual a importância do cheque e quantas 
notas de cada espécie deveria cu ter recebido? 


a) Resolva a equação diofantina 7x + 19y = 1 921. 
b) Determine em IN x IN a solução (xo, yo) cuja soma xp + yo Seja a 
menor possível. 


Um fazendeiro que dispõe de US$ 1 770 pretende gastar essa importân- 
cia na compra de cavalos e bois. Se cada cavalo custa US$ 31 e cada boi 
US$ 21, qual o maior número de animais que pode adquirir? Quantos 
cavalos? Quantos bois? 


Uma certa quantidade de maçãs é dividida em 37 montes de igual núme- 
ro. Após serem retiradas 17 frutas, as restantes são acondicionadas em 
79 caixas, cada uma com a mesma quantidade. Quantas maçãs foram 
colocadas em cada caixa? Quantas tinha cada monte? 


Determine o número de soluções (xp, yo), com xo > O € yo > 0, para ca- 
da uma das equações: 
a) 10x + 28y = 1 240 b) 1 000x — 76ly = 7 
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260. Encontre uma solução para cada uma das equações diofantinas: 
a) 3x + 5y + 6z = 4 c) 31x + 49y — 22z = 2 
b) 100x + 72y + 90z = 11 d) 120x + 84y + 144z = 60 


261. Dê uma interpretação geométrica, em termos de coordenadas cartesia- 
nas, para o fato de que uma equação diofantina linear em duas incógni- 
tas quando admite uma solução, admite infinitas. 


8. Congruências 


O conceito de congruência, bem como a notação através da qual se torna 
um dos instrumentos mais fortes da teoria dos números, foi introduzido por 
Karl Friedrich Gauss (1777-1855) em sua Disquisitiones Aritâmeticas de 1801. 

A título de motivação, consideremos a seguinte questão: se hoje é sába- 
do, daqui a 152 dias, que dia da semana será? E há 152 dias, que dia da sema- 
na foi? 

Consideremos a seguinte correspondência biunívoca entre a sucessão 
dos dias e o conjunto dos números inteiros: ao dia de hoje (sábado) associamos 
o número 0, ao dia de amanhã o 1, e assim por diante; ao dia de ontem (sexta- 
feira) associamos o —1, ao de anteontem o —2, etc. Observemos o quadro: 


=H -13 -12 “all —i0 -9 -8 
-7 -6 eg =A -3 -—2 -1 
0 1 2 3 4 5 6 

7 9 10 H 12 13 


Sua primeira coluna representa sábados: abaixo da linha do O, posteriores a 
hoje; acima, anteriores. A segunda representa domingos, e assim por diante. 
Notemos que dois inteiros representam o mesmo dia da semana se, e somente 
se, sua diferença é um múltiplo de 7. 

Mas na primeira coluna estão os números da forma 7k, na segunda os 
da forma 7k + 1, etc., onde k = 0, +1, +2, ... . Como 


152=7.21+5 


então 152 está na coluna do 5, ou seja, das quintas-feiras. Logo a resposta à 
primeira pergunta é quinta-feira. 
E como 
-152=7-(-20)+2 
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então — 152 está na coluna do 2. Assim, a resposta à segunda pergunta é 
segunda-feira. 
A definição a seguir é sugerida por questões como essa. 


DEFINIÇÃO 6 Sejam a, b e m números inteiros, m > 0. Dizemos 
que a é cóngruo a b, módulo m, se mi(a — b). Notação: a = b(mod m), 

Por exemplo: 15(mod 8), pois 8|(—8); 3 = 21 (mod 6), uma vez 
que 3 — 21 = —18 é divisível por 6; a = a(mod m), Ya €Z e Ym >0, já 
quea-a=0e mil. 

A definição 6 estabelece uma relação sobre Z., chamada congruência, para 
a qual valem as propriedades a seguir: 


C, Para todo m > 0, a relação = é reflexiva, simétrica e transitiva, ou seja, é 
uma relação de equivalência: 
a a EZ » a = a (mod m) 
b a =b (mod m) = b 
c a =b (mod m) e b 


a (mod m) 
(mod m) = a =c (mod m) 


Prova de c: por hipótese m|({a — b) e m|(b — c). Então, por d (cap. 
IM, 6.1): 
mli(a-b)+(b- 0) 
ou seja, m|(a — c). Donde a = c (mod m). . 


Nota: Em virtude dec, , sempre que a = b (mod m) pode-se dizer que a 
€ o são côngruos entre si (ou cóngruos, apenas), módulo m. Se a e b não são côn- 
gruos entre si, diremos que são incóngruos módulo m e escreveremos a É b 
(mod m). 


C; Para quaisquer a, b € Z: a = b (mod m) se, e somente se, a e b fornecem 
mesmo resto na divisão euclidiana por m. 


Prova: 


(+) Por hipótese a = b + km, para algum k E Z. Supondo que a divisão 
euclidiana de b por m se expresse por b = mq + r (0 < r < m), então 


a=b+km=mq+r+km=mgk+qg)+r 
Como 0 < r < m, então r é o resto na divisão euclidiana de a por m. 
(=) Sca=mg +r e b= mq; +r (0 «r< m), então 
a -b = mq; - mq =m(g, - q.) 
o que implica 
a = b(mod m) L] 
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C, Sea = b (mod m), entãoa + c = b + c (mod m) e ac = be (mod m), para 
todo c EZ. 


Prova da segunda afirmação: por hipótese a — b = mq, q EZ. Logo 
ac — be = m(ge) e isto significa que ac = bc (mod m). = 
C, Se a =b (mod m) e c =d (mod m), então a + c = b 4 d (mod m) e 

ac = bd (mod m). 


Prova da segunda afirmação: das hipóteses e de cs decorre que ac = be 
(mod m) e cb = db (mod m). Logo, pela transitividade: ac = bd (mod m) 

Isto posto, por indução se mostra que: para quaisquer Aj, ..., an, 
b;,..., b, E Z, se a; = b; (mod m), então: 


E bitmodm) e f as f bi (mod m). 


i=1 


Em particular vale a 
C, Sea = b (mod m), então ra = rb (mod m) e a” = b' (mod m), para todo in- 
teiror > 1. B 


lo 7: Mostremos que 10% — 1 é divisível por 11. Como 
10 =—1 (mod 11), então 1020 =(-1)0=1 (mod 11). Portanto 
10%% — 1 = 0 (mod 11) e daí se conclui que: 


11110% = 1) 
Os Se ca = cb (mod m) e mde(m, c) = d > 0, então: 


a=bfmod z) 


Prova: Por hipótese c(a — b) = mk, para algum k € Z. Daí: 


Sa-b=Tk 


ai 
onde maes 1. Donde FE (a — b) c portanto a = b (moa 5). 


COROLÁRIO 1 Se ca = cb (mod m) e mdc(c, m) = 1, então a = b 
(mod m). 


COROLÁRIO 2 Se ca = cb (mod p), onde p é primo ¢ pfc, então 
a =b (mod p). 
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8.1 Sistemas completos de restos 


Sendo a congruência uma relação de equivalência sobre Z, então, para 
todo m > 0, fica determinada sobre o conjunto dos inteiros, através de =, 
uma partição em classes de equivalência, módulo m. 

Por exemplo, se m = 3, as classes são: 


(...,—9, -6,-3,0,+3,+6, +9,...) 
(...,-8,-5,-2,1,4,7,10,...) 
7,-4,-1,2,5,8,11,..) 
onde dois elementos de uma mesma classe são côngruos entre si, módulo 3, e 
dois elementos quaisquer, de classes distintas, são incôngruos, módulo 3. 
A escolha conveniente de um elemento em cada uma das classes, para 
representá-la, muitas vezes pode facilitar o trabalho com questões que envol- 
vem congruências. Daí a definição a seguir. 


DEFINIÇÃO 7 Um conjunto de m inteiros, m > 0, forma um sistena 
completo de restos módulo m se dois quaisquer desses números, diferentes entre si, 
são incôngruos módulo m. E 


Exemplo 8: O conjunto (0, 1, 2, ...,m — 1) é um sistema completo 
de restos módulo m. De fato, se i e j são inteiros tais que 0 & i < j < m, então 
0<j-i<me portantoj É i (mod m). Esse conjunto é chamado sistema com- 
pleto de restos mínimos positivos. 


PROPOSIÇÃO 13 Se{r,, t2, ..., Tm} é UM sistema completo de res- 


tos módulo m, então todo inteiro a é côngruo a um e somente um dos r;. 


Demonstração: Aplicando o algoritmo da divisão aos elementos a e 
m: a=mq+r, onde Ogr<m. Ou seja: a=r (mod m), onde 
r€ {0, 1, ..., m — 1}. Por outro lado, como consegiência de C}, a divisão 
de r}, Piero Tm por m fornecerá m restos, distintos dois a dois, ¢ daí, para um 
certo rj, obter-se-á: 


n=mg+r 
ou 


r (mod m) 


Como a = r (mod m), então a = r; (mod m). 
E se a = r, (mod m), então rj = r, (mod m), o que implica r; = r,, pela 
definição de sistema completo de restos. L 
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Exemplo 9: Se m é ímpar, o conjunto formado pelos inteiros 


é um sistema completo de restos, Com efeito, tomando i e j dentre esses ele- 
mentos, com i É j, então: 


m-1 


m-1 


lil < e ljl< 


Daí: 
O<li-jl<lil+lilem=-t<m 


Logo, i % j (mod m). 
Deixamos como exercício a prova de que se m é par, então: 


[osrca(2-1) =| 


é um sistema completo de restos módulo m. 


Exemplo 10: Mostremos que a congruência x? + 1 = 0 (mod 8) não 
tem soluções. Usando o sistema de restos apontado por último, ou seja, 
(0, +1, +2, +3, 4), então pode-se dizer que todo x E Z é côngruo a um ape- 
nas dos elementos desse conjunto. Em resumo: 


x = 0, +1, +2, +3, 4 (mod 8) (*) 
Então: 
x?=0,1, 4, 9, 16 (mod 8) 


x? =0, 1, 4 (mod 8) 
já que 9 = 1 (mod 8) e 16 = O (mod 8). Daí 
x? + I =1, 2, 5 (mod 8), Vx EZ, 
o que garante nossa afirmação. 
Exemplo 11 (critério de divisibilidade por 11): 
Seja n = ag + a, © 10+ a; > 10° + +a, 10" 


um número de nosso sistema de numeração (conforme cap. II, item 5). Como 
10 = —1 (mod 11), então 10º = — 1 (mod 11} se n é ímpar e 10 = 1 (mod 11) 
se n é par. Assim: 


ou x = +1 ou x = —1, etc., “ow” exclusivo. 


a = a, (mod 11) 
10-a = a; (mod 11) 
10? -ap = a; (mod 11) 


10º - 


(=1ya, (mod 1t) 
Logo: 
n=a + 10a +... + 10a, 


ao~ a; +a; ~... +(—1ya, (mod 11) 


Como, por Cz, n cap — a; + a =... +(-1)a, fornecem o mesmo resto na di- 
visão por 11, então pode-se afirmar que: “‘n é divisível por 11 se, e somente se, 
as — ay + az — + (—1)'a, é divisível por 11. 

Assim, o número 7 568 é divisível por 11 pois 8 — 6 + 5 — 7 é divisível 
por 11 


Exemplo 12 (prova dos noves) 


A chamada prova dos noves é baseada, em princípio, no fato de que: 


a=b+c = a=b + c (mod 9) 
a=bc = a = be (mod 9) 


Como essas implicações não valera em sentido contrário, então cssa prova po- 
de detectar se há erros num cálculo — mas não garante que este esteja necessa- 
riamente certo. A escolha do ““nove””, por outro lado, é apenas uma conve- 
niência decorrente de nosso sistema de numeração. De fato, se a representação. 
polinomial decimal de um inteiro n > 0 é 


anta 10+ a: I0+..+a - 10 (0< a < 9) 


então 


n=a +a, +... +a, (mod 9) 


pois o fato de que 10 = 1 (mod 9) implica 10* = 1 (mod 9), para todo k > 1. 
Assim, ne ag + a, +... + a, têm o mesmo resto na divisão euclidiana por 9. 
Então é bastante cômodo achar o resto da divisão de n por 9 — daí a escolha 
desse número para a proya. 

Por exemplo, suponhamos que na divisão de a= 1284 125 por 
b = 3 768 tivéssemos achado q = 340 (quociente) e r = 3 005 (resto). Como 
devemos tera = bq + r, então a = bq + r (mod 9). Para cada um desses intei- 
ros, “noves fora”, obtemos: a=1+2+8+4+1+2+5=5 (mod 9), 
b +7+6+8=6 (mod 9), q=3+4+0=7 (mod 9) e 
r=3+0+0+5=8 (mod 9). 
Então: 


bq+r=6:7+8=50 


a (mod 9) 
Assim, a divisão feita passou pela prova dos noves. 
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EXERCÍCIOS 


262. 


263, 


265. 


266. 


267. 


268. 


269. 
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Ache todos os inteiros x tais que: 
a)0<x< 100 e x = 5 (mod 8) 
b) 100 < x < 200 e —1 (mod 7) 


Se 402 = 654 (mod m), ache os possíveis valores de m. 


. Ache os restos nas seguintes divisões: 


a) 2º por 7 
b) 11º por 100 
c) 31º. 425 +6º por 5 


d) 5º. 4841 + 28º por 3 
e) 11 por 3 


Resolução de c): Como 3 = —2 (mod 5), então 3? = 
daí 3! = 1 (mod 5) e portanto 3º = 1 (mod 5); logo 3" 
5); como —1 = 4 (mod 5), então 31º = 4 (mod 5). Observando que 
42 =2 (mod 5), então 422 = 4 = —1 (mod 5) e daí 42º = 1 (mod 5); 
donde 425 = 2 - 1 = 2 (mod 5). Obviamente 6º = 1 (mod 5), pois 6 = 1 
(mod 5). Assim 


30.425 +6!=4.2+1=4(mod5) 


Pela propriedade ©; o resto é 4. 


Mostre que 2% — 1 é divisível por 41.. 


Qual o resto na divisão euclidiana de s = 1º + 25+ 35 + ... + 99º + 100º 
por 4? Justifique. 


Mostre que o resto na divisão euclidiana de s(n) = 1! + 2! + 3! +... + 
+n! por 12 é 9, para todo n 2 4. 


Sugestão: Se n > 4, então n! = O (mod 12). 


Se n é um múltiplo de 4, qual o resto da divisão de 
PPH.. +89 
por 10? 


a) Mostre que o resto da divisão de um número inteiro positivo por 10 é 
seu algarismo das unidades. 

b) Mostre que o resto da divisão de um inteiro positivo por 100 éo nú- 
mero formado por seus dois últimos algarismos. 


270. 


271. 


272. 


273. 


274. 


275. 


276. 


277. 


Sugestão; Considerar o número na forma 
ata, 10+...+a - 10 


Ache o algarismo das unidades dos seguintes números: 707 e 90, 


Resolução: Como 7 = 7 (mod 10), 7? = 9 (mod 10), 7º = 3 (mod 10) e 
7º = 1 (mod 10), então 7' = 7,9, 3 ou 1 (mod 10), conforme, respectiva- 
mente, r = 1,2, 3 ou O (mod 4). Mas 7 = 3 (mod 4), 7? = 1 (mod 4), 
7° = 3 (mod 4), 7* = 1 (mod 4),.... Ou seja, 7º = 3 ou 1 (mod 4), com 
forme s seja ímpar ou par. Como 7º é ímpar, então 7' = 3 (mod 4). Logo 
70 = 3 (mod 10). Assim, o algarismo das unidades do número dado 
€3. 


Se a = b (mod m) e njm (n > 1), mostre que a = b (mod n). 


Ache os dois últimos algarismos do número 


n = 70100 


Sea = b (modm,)ea E b (mod m,), mostre que a = b (mod m), onde 
m=mme(m,, m,). (Assim, se mdc(m,, m)= 1, então a=b 
(mod mym).) 


Sea = b (mod m), prove que: 


mdc (a, m) = mde (b, m) 


Mostre que o algarismo das unidades do número s = 1° 4+ 2" + 3° 4 4° 
é 4 se n = 0 (mod 4) e é O nos demais casos, para todo n € IN*. 


Resolução: No caso n = (mod 4) valem as congruências 1" = 1 
(mod 10), 2" = 6 (mod 10), 3º = 1 (mod 10) e 4º = 6 (mod 10), o que 
implica s=1+64+1+6=4 (mod 10). Se n = 1 (mod 4), então 
1° = 1 (mod 10), 2º = 2 (mod 10), 3º = 3 (mod 10)e 4º = 4(mod 10) e 
portanto s=1+2+344=10=0 (mod 10). O raciocínio é o mes- 
mo para os dois casos restantes. 


Mostre que 0, 1, 2, 2º, ..., 2º formam um sistema completo de restos, 
módulo 11, mas que o mesmo não acontece com 0, 17, 22, 3º, ..., 10°. 


Sejam > 1 um inteiro. Se a E Z e mde(a, m) = 1, prove que 
cectrac+Za,..,c+(m- lja 


formam um sistema completo de restos módulo m, para qualquer intei- 
roc, 
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278. 


279, 


Seri, E», ..., Tn formam um sistema completo de restos módulo m, mos- 
tre que o mesmo se pode dizer de 


ntan+ha ata 


para todo a E Z. 


Se n > 0 não é múltiplo de 3, prove que a = 3! + 3" + 1 é divisível por 
13. 


Resolução: Como 3 = 3 (mod 13), 3º = 9 (mod 13), 3º = 1 (mod 13), 
3* = 3 (mod 13), ..., então 3%! = 3 (mod 13) e 3"+ =9 (mod 13). 


Além disso: 9=9 (mod 13), 9 
(mod 13), 9* = 9 (mod 13), ... . Ou sej 


93+ = 9 (mod 13) e 9%+? = 3 (mod 13) 


3 (mod 13), $=27=1 


Assim, para n = 3t + 1: 
a=9+3"4+1=9+3+1=0 (mod 13) 
Analogamente se procede para n = 3t + 2. 


280, Use sistemas de restos convenientes para provar que: 


a) Sea é ímpar, a? = 1 (mpd 8). 

b) Para todo inteiro a, aè = 0, 1 ou 8 (mod 9). 

c) Para todo inteiro a, a? = a (mod 6). 

d) Se a é um inteiro, 2a e 3/a, então a? = I(mod 24). 

e) Se a é quadrado perfeito (a = tè, t E Z) e também cubo perfeito (a = $, 
s E Z), então a = 0, 1, 9 ou 28 (mod 36). 

f) Se a é cubo perfeito, a = 0, 1 ou —1 (mod 9). 


Resolução de f): Vamos supor a = t*. Como t = 0, +1, +2, +3, + 
(mod 9), então = 0, +1, +8, +27, +64 (mod 9). Mas 8 
(mod 9), -8 = 1 (mod 9), 27 = 0 (mod 9), —27 =0 (mod 9), 64 
(mod 9) e —64 = —1 (mod 9). Logo a =t? = 0, 1 ou —1 (mod 9). 


a 


281, Mostre que, para todo inteiro a: a) o algarismo das unidades de a? é 0, 1, 


4,5, ô ou 9. b) o algarismo das unidades de a? pode ser qualquer dos al- 
garismos de nosso sistema de numeração. c) o algarismo das unidades de 
até 0,1,50u6. 


282. Mostre que os inteiros i 111, 1141 111,11 141 111,... (número de alga- 
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rismos par), são todos números compostos. 


283, 


284. 


285. 


286. 


287. 


288. 


Seja a,a,_; ... azãsão a representação decimal em nosso sistema, denu- 
meração de um inteiro positivo n (portanto 0 € a, 9, i=0, 1,2, ...,1). 
Prove que n é divisível por 7 se, e somente se, 


ao + 3a, + 2a, — a; — 3a, — 2as + ap + 


é divisível por 7 
Estabeleça critérios de divisibilidade por 4, por 5 e por 6. 


Seja a um inteiro positivo e indiquemos por b o inteiro formado quando 
se estrevem os algarismos de a na ordem contrária. (Por exemplo, se 
a = 1 236, b = 6 321.) Prove que a = b (mod 9) e portanto 9 |{a — b). 


Um palindromo é um número que, escrito da direita para a esquerda ou 
da esquerda para a direita, o resultado é o mesmo. (Por exemplo, 373 e 
52 125 são palíndromos.) Prove que todo palíndromo com um número 
par de algarismos é divisívêl por 11. 


Sejaaa, |... açã,ão à representação decimal de um número natural n e 
consideremos k € IN, 1 < k < r. Prove que n é divisível por 2* se, e so- 
mente se, 0 número a, 1a » -.. 2o É divisível por 2%. 


Resolução: Observemos que: 


n=a IW+..+a 106+a oc OMI +... a 10+a 
Como 10* = 0 (mod 2%), 10:*! = 0 (mod 2%), ..., 10º = 0 (mod 2), 
então: 
n=a 104... +a > 10+ ao (mod 2) 
Ou seja: 
n=a ao... apap (mod 2) 
Logo: 2:|n <> 2ja, ,aj +... Aao 
Em particular, n é divisível por 4 se a, as (número formado pelos dois úl- 


timos algarismos de n) é divisível por 4, por 8 se aza, ao é divisível por 8, 
ete. 


Aplique os critérios de divisibilidade para verificar se: 
a) 125 431 784 é divisível por 7. 

b) 4 x (373 112) é divisível por 16. 

c) 1 978 542 é divisível por 77. 

d) 2 810 542 é divisível por 18. 

e) (3 145) x (253) x 9º€ divisível por 11. 
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289, Mostre que 10* = 1 (mod 1 001) se k é um número natural par e que 
10% = —1 (mod 1 001) se k é ímpar. 


290. Se o número x679y (x e y representam algarismos) é divisível por 72, 
ache xe y. 


291. Sem efetuar os cálculos, aplique a prova dos noves aos seguintes exem- 
plos: 
a) 65+101+1213+48=1 427 


b) 642 
x215 


. 
. 
. 

N 

N 

a 


30 


Qual a conclusão, em cada caso? 


9. Congruências lineares 


DEFINIÇÃO 8 Uma congruência algébrica do tipo 
ax = b (mod m) 


onde a,b, m E€ Z,a £ 0 e m > 0, ex éuma variável emZ, recebe o nome de 
congruência linear ou congruência de primeiro grau. 
Seja u uma solução de ax = b (mod m), ou seja, u é um inteiro tal que 
au = b (mod m). Aplicando o algoritmo da divisão para u e m: 
u= mq + xo (0 < xo < m) 


Asim au = amq + aX, € como m =0 (mod m) e portanto amq 
(mod m), então ax, = au (mod m). Daí: 


axo = b (mod m) 
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o que mostra que x também é solução da congruência considerada. Conven- 
cionaremos que todos os x E Z tais que x = xo (mod m) constituem uma úni- 
ca solução de ax = b (mod m). 

Por exemplo, como 4 é solução de 2x = 3 (mod 5), então todos os ele- 
mentos de (4 + 5t|t E Z} = (4, -1,9, —6, ...) são apenas representações da 
mesma solução. 


PROPOSIÇÃO 14 Uma congruência linear ax = b (mod m), onde 
a * 0, admite soluções em Z se, e somente se, b é divisível por d = mdc (a, m). 
E, neste caso, se x, é uma solução particular, então o conjunto de todas as so- 
luções tem d elementos, a saber: 


m 


m 
torto Do + BD (do 1) 


Demonstração: Seja xp uma solução de ax =b (mod m). Então 
axo— my, = b, para algum yẹ E Z. Logo (xy, yo) é solução de ax — my = b. 
Da mesma forma, se (xy, yọ) é solução de ax — my = b, então x, é solução de 
ax =b (mod m). Como a condição de existência de soluções para 
ax - my =b, devido à proposição 11, é que b seja divisível por d = mdc 
(a, m), o mesmo vale para ax = b (mod m). 

Lembremos ainda que se (xo, yo) é solução de ax — my = b, então: 

m a 
s=mt qt e y=ytgt 
tEZ, fornecem todas as soluções. Logo a solução genérica de ax =b 
(mod m) é dada por: 
m 
= 


d 
Aplicando o algoritmo da divisão para t e d: t = dq + r (0 < r < d). As- 


x=*0+ tEZ) 
sim: 


m m m m 
x=x+ qt=%+ (da +r)=x+ qrtmg=x+ gr (mod m) 


ou seja, x está entre as soluções apontadas no enunciado. 
Por outro lado, supondo 


id 


d 
onde 0 € t; < tz < d, então: 


Xot EXT qt (mod m) 


E = qu (mod m) 
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e como mdc [E m) = 
a>”) 


m 


FR propriedade Cs leva a concluir que 


tı = t, (mod d) 


o que é impossível. 
Assim as soluções do enunciado, sendo incôngruas módulo m, são todas 

as soluções de ax = b (mod m), conforme convenção feita após a definição 8. 
a 


Exemplo 13: Se em ax = b (mod m) se tem mdc(a, m) = 1, então es- 
sa congruência linear só admite uma solução. É o caso de 


3x = 1 (mod 5) 


cujo conjunto solução é {2}. 


Exemplo 14: A congruência 6x = 15 (mod 21) admite 6 como solução 
particular. Logo, o conjunto de suas soluções é, já que mdc(6, 21) = 3: 
a 21 


16,6+5 ese] = (6. 13, 20). 


10. Sistemas de congruências 


Uma vez estudadas as congruências lineares, podemos pensar agora em 
resolver sistemas de congruências lineares simultâneas. Tais sistemas se apre- 
sentam genericamente assim: 

b; {mod m,) 
bo (mod m3) 


ax = b, (mod m,) 


onde os a; (i = 1, 2, ..., r) são supostos não nulos. Uma solução do sistema é 
um inteiro xo que é solução de cada uma das congruências que dele fazem par- 
te. Assim, se uma de suas congruências não admite solução, o mesmo ocorre 
com o sistema. 
Consideremos o seguinte exemplo: 

3x = 1 (mod 5) 

2x = 3 (mod 9) 
Uma das soluções da primeira congruência é 2 e uma solução particular da se- 
gunda é 6. Logo, as soluções gerais são dadas por 
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= 2 + 5t, t € Z (para a primeira equação) 
e 
x = 6 + 9s, s € Z (para a segunda) 


que podem ser traduzidas, em termos de congruências, por: 
x = 2 (mod 5) e x = 6 (mod 9) 


Como a multiplicação da primeira dessas congruências por 3 leva a 3x = 1 
(mod 5) e a multiplicação da segunda por 2 leva a 2x = 3 (mod 9), então o sis- 
tema dado equivale a: 

x = 2 (mod 5) 

x = 6 (mod 9) 
Daí porque, doravante, nos ateremos apenas a este tipo de sistema (coeficien- 
tes de x iguais a 1). 

Aliás a resolução deste último, em se tratando de achar a intersecção dos 
conjuntos soluções de cada congruência do sistema, pode ser encaminhado da 
maneira habitual neste tipo de problema. Vejamos como: 

Substituindo-se a solução geral x = 2 + 5t da primeira congruência na 
segunda obtém-se: 

2+5t = 6 (mod 9) 

que equivale a 

5t = 4 (mod 9) 
Sendo t, = 8 uma solução particular desta última, então t = 8 + 9k é sua solu- 
são geral. Assim: 

x=2+5=2+5(8+9k)=42+45k(k E€ Z) 

ou 

x = 42 (mod 45) 


é a solução do sistema. 


PROPOSIÇÃO 15 Um sistema 


x =a(modm, 

x = as(mod m,) 
admite solução se, e somente se, a; — ay é divisível por d = mde(m,, mo). 
Neste caso, se x, é uma solução particular do sistema c se m = mmc(m,, mz), 
então x = xo (mod m) é sua solução geral. 
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Demonstração: 
(=) Se xo é solução particular do sistema, então existe t E Z tal que 
X=a+mit e a+mt=a(modm,) 
Daí: 
m;t = a, — a, (mod m,) 
e, pela proposição 14, di(a; — a,). 
(<=) Como dJ(a; — aj), por hipótese, então 
m,y E a, — a, (mod ras) 
admite uma solução y,. Daí 
a; + my, E ão (mod m,) 
Como, obviamente, 
a, + myo = a, (mod m,) 
então a, + myyo é solução do sistema. 
Se x, indica uma solução particular do sistema e x indica genericamente 
suas soluções, então xo = a, (mod m,) é x = a, (mod m,), do que segue 
x = x (mod m,) 


ou seja: m,|(x — x,). Analogamente se chega a que msl(x — xo). Então, 
ml(x — xo), o que pode ser traduzido por: 


x = xo (mod m). = 
COROLÁRIO Um sistema de congruências 


a, (mod m,) 
a, (mod mz) 


x = a (mod m,) 
admite soluções se, e somente se, a, — aj é divisível por dy = mdc (m;, m;), pa- 
ra qualquer par de índices i, j (i * j). Neste caso, se xo é uma solução particu- 
lar, então a solução geral do sistema é dada por: 
x = xo (mod m) 
ondem = inme(m,. mo, ....m,). s 
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Exemplo 15: Consideremos o sistema 


x = 2 (mod 5) 

x = 3 (mod 4) 

x = 9 (mod 6) 
É fácil verificar que ele satisfaz as condições do corolário e portanto admite so- 
luções. Uma delas é o número 27. Como 

mme(5, 4, 6) = mme(mme(5, 4), 6) = mme{20, 6) = 60 
então 
x = 27 (mod 60) 

é a solução geral. 


PROPOSIÇÃO 16 (tcorcma chinês do resto): Sejam m,, ms, ..., m, 
números inteiros maiores que zero e tais que mdc(m,, m,) = 1, sempre que 
i# j. Façamos m = m,m ... m, e sejam b;, by, ..., b,, respectivamente, so- 
luções das congruências lineares 


m o 
m 7º 1(mod m(j = 1,2,...,1) 


Então o sistema 


x E a(modm;) 
x as(mod m;) 
x = a, (mod m,) 


é possível (admite soluções) para quaisquer a,, az, ..., a, E Z e sua solução 
geral é dada por: 


x=ab, E +... + ab, E (mod m) 
m, m, 
Demonstração: Que o sistema é possível decorre do corolário da pro- 
posição anterior. 


Notemos que, como mde{m;, m;) = 1 para i + j, então 


mde 


m q) 1 
o que implica a existência de soluções para cada congruência linear 
que impl par: gra 
Mo 
= Y = 1 (mod mj) 
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as quais estamos indicando por b; (j = 1, 2, ..., r). Assim, 
m pa 
me bi = 1 (mod mp 

c portanto: 


ajb; 


49 


aj (mod m;) (j=1,2,...,7). 


Por outro lado, se i #* j: 


mm; = O (mod m;) 
e então 
Wir 
ab gr = (mod my) 
Logo: 
ab a +... + ab; = +..tab E = a; (mod m;) 


para todo j, 1 < j < r. Assim, de fato 


“= Š ab = 


i=1 


é uma solução particular do sistema. O corolário da proposição anterior ga- 
rante então que 
x = xo (mod m) 


é a solução geral posto que, como mde(m,, m;) = 1, sempre que i * j, então 
mmnc( my, Ma, -.., m,) = Mo... m, = m. = 


Exemplo 16: Vamos resolver o sistema 


x = 1 (mod 2) 
x = 2 (mod 3) 
x = 3 (mod 5) 
segundo o teorema chinês do resto. Neste caso m = 30 e as congruências a re- 
solver são: 15y = 1 (mod 2), 10y = 1 (mod 3) e 6y = 1 (mod 5), das quais 
b, = 1, b, = 1 eb, = 1 são soluções particulares. Assim, a solução geral do sis- 
tema é dada por: 


x=1-1:15+2:1-10+3-1.6=23(mod30) 
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EXERCÍCIOS 

292. Resolva as seguintes congruências lineares: 
a) 5 2 (mod 26) e) 20x = 7 (mod 15) 
b) 3 17 (mod 5) f) 14x = 36 (mod 48) 
c) 34x = 60 (mod 98) g) 5: —38 (mod 7) 


293. 


294. 


295. 


296, 


297. 


298. 


d) 6x = 15 (mod 21) h) 20x = 30 (mod 31) 


Resolva os seguintes sistemas.de congruências simultâneas: 
a) x = i (mod 3), x = 2 (mod 5), x = 3 (mod 7) 


b) x = 1 (mod 9), x = 5 (mod 7), x = 3 (mod 5) 
c) 3x = 1 (mod 10), 4x = 2 (mod 7) 
d) x = 1 (mod 3), x = 2 (mod 5), 2x = 3 (mod 7) 


c) 2x = 1 (mod 5), &x = 1 (mod 7), 5x = 9 (mod 11) 


Ache um inteiro x tal que x = 3 (mod 11), x = 5 (mod 19), x = 10 
(mod 29) (Euler). 


Ache um inteiro x tal que x = 3 (mod 10), x = 1t (mod 13) ex = 15 
(mod 17) (Regiomontanus, — séc. XV). 


Ache o menor inteiro que fornece restos 1, 2, 5 e 5 quando dividido, res- 
pectivamente, por 2, 3, 6 e 12 (Yih-Hing — séc. VII). 


Ache o menor inteiro a >2 tal que: 2a, Sl(a + 1), 4a +2) e 
sa +3. 


- Resolução: O problema pode ser equacionado mediante o sistema: 


a = 0 (mod 2), a = 2 (mod 3), a = 2 (mod 4) e a = 2 (mod 5) 
que, pelo corolário da proposição 15, admite soluções. Da primeira con- 
gruência sai a = 2r. Substituindo na segunda: 2r = 2 (mod 3); donde 
r=1+3s e então a=2+6s. Passando à terceira congruência: 
2+6=2 (mod 4) «=» 35=0 (mod2); daí s=2t e então 
a=2+12t. Finalmente: 2+12t=2 (mod 5) == 12t=0 
(mod 5) <= t = 5k. Assim, a = 2 + 60k (k E€ Z) e a resposta é 62. 


Retirando-se os ovos contidos num cesto 2, 3, 4, 5 e 6 de cada vez resta- 
rão, respectivamente, 1, 2, 3, 4e 5 ovos. Quando eles são retirados de 7 
em 7, não sobra nenhum no cesto. Qual o menor número de ovos que 
um cesto nessas condições pode conter? (Brahmagupta — séc. VII) 
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299. (Antigo problema chinês) Um bando de 17 piratas, ao tentar dividir en- 
tre si, igualmente, as moedas de ouro de uma arca, verifica que 3 moe- 
das sobrariam. Na discussão que se seguiu um dos piratas foi morto; na 
nova tentativa de divisão, já com um pirata a menos, desta feita 10 moe- 
das sobrariam. Novo quiproquo e mais um pirata é morto. Mas agora, 
por fim, é possível dividir igualmente a fortuna entre eles, Qual o menor 
número de moedas que a arca poderia conter? 


300. Resolva, mediante o teorema chinês do resto, os seguintes sistemas: 
a) |x=1 (mod 10) b) |x=5 (mod 7) 

(mod 11) 

(mod 13) 


301. a) Mostre que o fato de 360 = 5 - 8 - 9; onde os fatores são primos en- 
tre si, implica que resolver a congruência 7x = 4 (mod 360) equivale 
a resolver o sistema 


4 (mod 5) 
4 (mod 8) 
4 (mod 9) 


b) Resolva, usando o teorema chinês do resto, o sistema que aparece em 


a). 


302. Procure três inteiros consecutivos, o primeiro dos quais é divisível por 
um quadrado, o segundo por um cubo e o terceiro por uma quarta po- 
tência (quadrado, cubo e quarta potência, diferentes entre si). 


11. A função de Euler 


Se a é um inteiro e p > 1 é um número primo que não divide a, então 
a?-! — 1 é um múltiplo de p. Foi isso, no fundo, que Fermat comunicou a seu 
amigo Frénicle de Bessy, em carta de 18 de outubro de 1640, na qual comen- 
tava também ter uma demonstração desse resultado. Mas, se a tinha, não a 
deixou-entre seus escritos e muito menos a publicou. Assim é que somente no 
século seguinte, em 1736, seria publicada a primeira demonstração desse teo- 
rema — hoje chamado pequeno teorema de Fermat. O mérito coube, come 
em outras vezes, a Euler. Em 1760 Euler conseguiu uma generalização desse 
teorema para a qual teve de introduzir a função hoje conhecida pelo seu nome 
e que definiremos a seguir. 
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DEFINIÇÃO 9 A função q : IN* > IN* que associa a cada 
m€IN* o número de elementos do conjunto {k EIN*|i €k €m e 
mde(k, m) = 1) é chamada função p de Euler. 

Ou éeja (m) indica quantos dos números da sequência 


1, 2, ..., m — 1, m (ou 9, 1, 2, ..., m — 1, o que é equivalente) 
são primos com m. Às vezes «p é conhecida também como indicador de Euler. 


Por exemplo: (8) = 4 porque, de 1 a 8 (inclusive), os números primos 
com 8 são aqueles destacados a seguir: 


1, 2, 3,4, 5,6, 7,8 


Se p é primo, como de 1 a p o único elemento não primo com p é o pró- 


prio p, então (p) = p — 1. 
Numa situação um pouco mais geral, se p é primo e m = pº (a > 1), 
quais dos elementos de 


1,2, p° 
não são primos com m = pº? Somente aqueles que são múltiplos de p, ou seja: 
P» 2P, eo Pr! P 
Como há p"-! elementos nesta última sequência e p° na anterior, então: 


o(p") = p-p = pt E 5 Ł) 


TEOREMA 3 (Euler) Para todo inteiro m > 1 e para todo a € Z, 


primo com m, vale a congruência: 


avm = 1 (mod m) 


Demonstração: Sejam s,, sy, ..., s, 0s inteiros de 1 a m, inclusive os 
extremos, que são primos com m (logo k = q(m)). Dividamos cada as; por m: 


as = mq; + r; (0 < ri < m) 


Se existisse um primo p tal que plm e p|r;, dessa igualdade decorreria que 
plas;. Mas então pJa ou p]s;, o que é impossível já que mdc(a, m) = 1 (hipó- 
tese) e ainda mdc(m, s;) = 1, devido à escolha dos s,. Donde m e r; são primos 
entre si, para todo i, 1 4 i < k. 

Mostremos agora que na sequência de restos r;, rz, ..., r} não há ele- 
mentos repetidos. De fato, se r; = r; (1 < i, j & k; i * j), então as; - mq; = 
= as; — mg; e portanto a(s, — sj) = m(q; — qj). Como mdc(a, m) = 1, então 
ml(s; ~ s). Como 1 < s;, s; 4 m, então teríamos que ter $; = sj, o que não é 
possível, posto que i £j. 
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Disso tudo decorre então que fs, 5z; «++, 84) = (fi Tes «++, Tu). Assim, se 
multiplicarmos as congruências as, = r; (mod m) decorrentes de as, = Mq; + r; 
(Leiak): 


atos... = (as,) (284)... (asx) = rir ... r} (mod m) 


- os produtos 8,89... 5k € Tır? -.. T, que nela aparecem são iguais. Como m é 
primo com cada r; (ou s;) e, portanto, com o produto rrz... rk, então esse pro- 
duto pode ser cancelado na última congruência, resultando a tese: 


aem = 1 (mod m) 
pois k = (m). E 


COROLÁRIO 1 (pequeno teorema de Fermat): Se p > 1 é um nú- 


mero primo que não divide o inteiro a, então: 
aP-! = 1 (mod p) 
Basta lembrar que se p é primo, então p(p) = p — 1. L 
COROLÁRIO 2 Se p é um número primo positivo, então 
a? = a (mod p) 
para todo a E Z. 


Demonstração: Se mdc(a, p) = 1, então, pelo corolário anterior: 
a”! = 1 (mod p) 


a” = p (mod p) 
Se mdc{a, p) # 1, então a = 0 (mod p), pois p é primo. Donde: 
aP = 0 = a (mod p) O] 
Exemplo 17: Se a > 0 € um inteiro, mostremos que a e aº têm o mes- 


mo algarismo das unidades. 
Se a, € ay, respectivamente, indicam esses algarismos, então 


a = 10q + a 
e ař= 10g’ + a 
Assim: 
a- a = 10g -q)+ (a) - a) 


Notemos que se a = a}, então 10|{a" — a). Por outro lado, se 10}(a* — a), en- 
tão 10|(a} — ap) é portanto aj = ap, já que O < aç, a) < 9. Basta provar então 
que aº = a é múltiplo de 10. 
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Mas o corolário 2 nos assegura que a = a (mod 5), do que segue: 
51(aº — a). Por outro lado, como a = 0, 1 (mod 9), então aº = 0, 1 (mod 2) e 
portanto aº — a = 0 (mod 2), ou seja, 2)(aº — a). O fato de 2e 5 serem primos 
entre si garante então que 10 |(aº — a). 


LEMA Setr,, ro, ..., Tm} é um sistema completo de restos módulo m, 
então há nesse conjunto exatamente (m) elementos primos com m. 


Demonstração: Como (0, 1, ..., m — 1) é um sistema completo de 
restos módulo m, então cada r; é côngruo, módulo m, a um, e apenas um ele- 
mento desse conjunto. Digamos: 


n=i-l(modm) (i=1,2,..,m) 
ou 
n=(-D)+km 
para convenientes k; € Z (i= 1,2, ...,m). 
Mas daí segue, devido à proposição 6, que: 
mde(r, m)= 1 =» mdefi-!,m)=1 


Portanto, há tantos elementos em {r}, r3, ..., Fm) primos com m quantos 
há em (0, 1, ...,m — 1), primos com m, ou seja, (m). = 


PROPOSIÇÃO 17 Se m e n são números naturais não nulos primos 
entre si, então: 


imn) = (m) p(n) 


Demonstração: Formemos o quadro 


1 2 3 
itn 2+n 3+n 
1+2n 2+2n 3+2n 


1+(m-1)n 2+(m>-i)n 3+(m-1)n 


(n-1)+(m-1)n: ma 


que compreende todos os números naturais de 1 a mn, inclusive os (p (mn) ele- 
mentos primos com mn, que nos interessam. Estes, nós os encontraremos can- 
celando no quadro todos os números que não são primos com mn, entre os 
quais estão aqueles que não são primos com n. 

Ora, se s está na primeira linha e não é primo com n, o mesmo acontece 
com todos os elementos s + kn da coluna de s. De fato, se d|n e dls, então 
decorre de dy, item 6.1, que di(s + kn). Então, todas as colunas nessas con- 
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dições podem ser canceladas totalmente. Restarão as colunas encabeçadas por 
elementos que são primos com n, ou seja, (n) colunas. 

Observemos, por outro lado, que em cada coluna dois elementos quais- 
quer, não da mesma linha, são incôngruos, módulo m. De fato, se 


k+in=k + jn (mod m) 
onde, por exemplo, i > j, então 
(G —j)n =0 (mod m) 

e daí m|(i — j)n; como mdc(m, n) = 1, então m|(i — j); mas isso é absurdo 
pois 0 <j < i< m, e portanto i — j < m, 

Logo, cada coluna é um sistema completo de restos, módulo m, e assim, 
em cada coluna não cancelada, riscando os elementos não primos com m, res- 
tam (em virtude do lema) q (m) elementos. Como são «p(n) estas colunas, res- 


tam sem cancelar «(n)qp (m) elementos do quadro. 
Mas conforme exercício resolvido número 220: 


mde(a, mn) é 1 => mde(a, m) # 1 ou mdc(a, n) # 1 


Isso em particular significa que cancelar no quadro construído os elementos 
que não são primos com n, mais os que não são primos com m, equivale a can- 
celar os que não são primos com mn. Assim, podemos dizer também que dei- 
xamos de cancelar «p (mn) elementos, e portanto: 


P(mjo(n) = (mn) z 
Nota: Uma função f:IN* — IN* para a qual mn) = Em)f(n), sem- 
pre que mdc(m, n)= t, chama-se função multiplicativa. Logo q é multi- 


plicativa. 


Exemplo I8: Vamossuporm=4en=5: 


1 2 3 4 5 
6 7 8 9 10 
11 12 13 14 15 
16 17 18 19 20 


Na primeira linha o único elemento não primo com n = 5é o próprio 5, daí 
termos eliminado a coluna do 5. Em cada uma das outras colunas há dois ele- 
mentos não primos com 4: 6 e 16 na primeira, 2e 12 na segunda, 8 e 18 na ter- 
ceira e 4e 14 na quarta. Os elementos restantes: 

1,3,7,9, 11, 13, 17, 19 
são os inteiros de 1 a 20 primos com 20. Portanto (20) = 8. 
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COROLÁRIO Sejam m,, ma, ..., m, €IN* tais que mde(m,, 
m,) = 1, sempre que i + j. Então 
(mimo... m,) = q(m)p(m,)... p(m,) 


Para r = 1 o resultado é imediato. Vamos supô-lo válido para r — 1 > 1. 
Como 


o(mım, ... m,) = (m,m... m,:) (rm) 
pois mde(m;m, ... m,_1, m,) = 1, e como 
pmm; ... m,ı) = p(m,)p(m) ... p(m,1) 
pela hipótese de indução, o resultado vale também para r. = 


TEOREMA 4 Se m >t é um inteiro cujos fatores primos são p,, 
Pz» +- Pe, onde p; É p;, sempre que i É j, então: 


coseafo 4] 5) G 


Demonstração: Por hipótese 
m=pitpr..p (az) 
onde, é claro, 
mdc (pf př )=1 (parai # j) 
Levando em conta que 


egr= pr fi- + 


como já foi demonstrado, a proposição anterior e seu corolário nos asseguram 
que: 


elm)= q (pi) (pr)... p(pr)= 


om -so[1-5) (1-3) (1 $)- 00 E . E . É=16 
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EXERCÍCIOS 


303. 


-304. 


305, 


306. 


307. 


308. 


309. 
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Calcule: (200), p (860) e p{1 001). 

za 
Se n = 5 186, verifique as seguintes igualdades: q(n) = p(n + 1) = 
= (n+ 2). 


Considere os números m = 3' - 144 e n = 3". 95, onde r > 0. Mostre 
que ¢(m) = p(n). 


Mostre que: (n)=n - 1 — n é primo. 


Resolução: = Vamos supor n não primo. Então n admite um divi- 
sor r, 1 < r< n, e portanto mde(n, r) =r > 1. Assim, há pelo menos 
dois elementos em (1, 2, ..., n} não primos com n: r e n. Mas isto impli- 
ca que ẹ(n) é no máximo igual a n — 2. Absurdo. 


Mostre que se d|n, então p(d)lp(n). 
Mostre que (m?) = mọ (m), para todo m > 1. 


Prove as seguintes afirmações: 

a) Sen é ímpar, então (2n) = œ (n) 
b) Sen é par, então (2n) = 2¢(n) 
c) p(3n) = 3p(n) = 3|n 

d) pn) = 2e(n) = 3fn 


Resolução de b): Se n é pär e n = 2". py 


canônica, então a de 2n é 2n = 2%! - pf? 


. p% é sua decomposição 
e portanto: 


1 1 1 
Pn) = do [1 -3] i= PE E - a = 2e(n) 
Resolução de d): 
(=) Vamos supor que 3 in. Então, devido a c), «(3n) = 3 (n), o que 
contraria a hipótese. 


(+ ) Se 341, então na decomposição canônica de n não aparece o fator 
3. Digamos, n= pj... pr (p$3, i=1,2,..., r). Logo 
8n=3- pi... př é a decomposição de 3n em fatores primos € 


(3) = 3n (1 -3] (1 = o sã E z +) = 2w(n) 


310, 


311. 


312. 


313. 


314. 


315. 


316. 


317. 


318. 


Se p e 2p — 1 são números primos ímpares e n = 2(2p — 1), mostre que 
eim) = e(n + 2). 


Se pe 2p + 1 são primos ímpares e n = 4p, mostre que p(n + 2) = 
= p(n) + 2. 


Seja n um inteiro positivo em cuja decomposição canônica figuram r fa- 
tores primos ímpares distintos. Prove que 2'|p(n). 


Seja n um número natural par tal que q(n) = no Prove que n = 2", 
para algum r > 1. 


Resolução: Podemos escrever n = 2º: q, onde r > 1 e q é o produto 
dos fatores primos de n, distintos de 2. Então mdc(2', q) = 1 e portanto 


pln) = (2) (a) = 2º" (q). Mas por hipótese (n) = > =2"t.q. 
Logo 2'-! «(g) = 2! - q, o que implica qp(q) = q. Mas isso só é posst- 
vel para q = 1 (justifique). Logo n = 2º. 

Seja d = mdc(m, n). Mostre que: 

(mn) e(d) = de(m) p(n) 


a) Seja m>1 e considere a congruência ax =b (mod m), onde 
mdc(a, m) = 1. Mostre que x, = aftr'-! - b é uma solução particu- 
lar dessa congruência linear. 

b) Use a parte a) para achar soluções particulares de 5x = 21 (mod 14) e 
21x = 30 (mod 25). 


Sejam a e n inteiros maiores que 1 e tais que mde(a, n) = 
=mde(a — 1, n) = 1. Prove que: 1 +a +a? +... paro 


=0 (mod n) 


Sugestão: Fatore att) -1 
Seja p > % um número primo. Prove que: 
let +... + (p — np! = —l (mod p). 
Sugestão; Use o pequeno teorema de Fermat para cada uma das parce- 
las do primeiro membro. 
Calcule, usando o teorema de Fuler: 
a) 3190 = ? (mod 7) 
b) 70% = ? (mod 54) 
c) 7% =? (mod 31) 
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320. 


321. 
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Resolução de b): Como q(54) = 18 e mde(7, 54) = 1, então 78 = 1 
(mod 54). Observando que 1 000 = 18:55 + 10, então 71% = 7% 
(mod 54). Mas 7:=49=-5 (mod 54), 7!=25 (mod 54), 
7º = 625 = 31 (mod 54) e portanto 7° = — 155 = 7 (mod 54). Donde 
71% = 7 (mod 54). 


. Mostre que a"**e a” têm o mesmo algarismo das unidades, para quais- 


quer inteiros a en, ambos maiores que zero. 


Seja a > O um inteiro tal que mdc(a, 5) = t. Mostre que, para todo in- 
teiron > 0, vale: 


an 3a + 1=0 (mod 5) 
Sugestão: Pequeno teorema de Fermat. 


Seja u :IN* — Z a função definida por: 

a) u(1)= 1 

b) u(n) = 0 se p?fn, para algum primo p 

c) u(n) = (—1} se n = pipz... p é um produto de fatores primos distin- 
tos entre si. 

Esta função, importante em teoria dos números, é chamada função 

de Mobius, em homenagem ao matemático alemão A.F. Möbius 

(1790-1868), aluno de Gauss, que a introduziu com vistas 20 seguinte 

problema: 


“Se duas funções aritméticas (ou seja, duas funções definidas em IN?) f 
e g estão relacionadas por 


m= 5 so) 


din 


é possível expressar g em termos de f?” 


Isto posto: 
i Calcule p(n) nos seguintes casos: n = 4, n = 12, n = 86, n = 105e 
n = 120. 


ii Prove que p é multiplicativa, isto é, p(mn) = {m} H(n), sempre 
que mde(m, n) = 1. 

Resolução: Se existe um primo p tal que p?lm ou p’fn, então p?jmn 

e daí 


(mn) = 0 = p(m) p(n) 


Gaso contrário, m = pipz -- Pe = qqr... q, onde os p; € os q; são 
primos distintos entre si (lembrar que mdc(m, n) = 1). Então: 


u(mn) = (tr = (1 (17 = u(m) u(n) 
iii Proveque S Wd)=Isen=leS ud) =0sen > 1. 


ajn aja 


Sugestão: Se n > 1, considere os casos n = p° e n = pf! > p$2... p* 
{decomposição canônica de n; r > 1) e, para este último, aplique a mul- 
tiplicatividade de p. 


iv Se (m) = 5 gO), prove que gm) = 5 Kf (F) (órmulo de 


am am 
invenção de Möbius) 
Resolução: 
X w7) ZrO oE (F Kago) 
din din EN din n 
až d$ 


Mas: djn e dg cjn e alo. Mostremos que vale = . De fato, 


n 


d 


como c| a , então cJn, pois n é múltiplo de = ; masc | FT traduz por 
q = cq (q EZ) e como cn (acabamos de provar), então = dq, ou 


seja, d| T . A demonstração de «= é análoga. 


Assim: 

ZoD= E (Z :r)= 

din elm a2 

= J (293 u9)=03 Kois gn) 
chn até em 


onde, na passagem (*), usamos iii. 
v Para todo n > 1, prove que: 
sm p(a + 1) p(n + 2) u(n + 3) = 0 
Resolução: Vamos supor n = 2q (par). Se o próprio q é par, então 2?jn 
e u(n) = 0. Seqéímpar,ention+2=2q+2=9(q+ 1), onde q + 1 
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é par e portanto {n + 2) = 0, pois 22(n + 2). O caso n ímpar deixa- 
mos como exercício. 
vi Sen >3, prove que: 
a 
S Hk) =a) +H) +.. ENS 1 
k=1 
vii Vamos supor que a decomposição canônica de um inteiro a > 1 seja 
a = pPz -- - Pe» Onde r é pare p; É p; sempre que i + j. Se d percor- 
re o conjunto dos divisores de a tais que 0 < d < Va, mostre que: 


> md)=0 
d 


Resolução: Se d é um desses divisores, então d é um produto de alguns 
fatores de a. Se, por exemplo, d = p;p: < Va, então 
a = pps P: < VA Pa oo Pe 

e daí 

a 
É cpmep=e 
va Ps... Pi 
E como u(a) = (=1) = 1 = (-1} (—1)-? = u(d) u(c), então u(d) = p(c) 
(= 1, neste caso). De um modo geral, a cada d conforme o enunciado 


corresponde um divisor c de a tal que cd=a e c>Va. Ademais 
u(d) = (c). Levando em conta a parte iii: 


22 ud)= 5 H)+ Z os Eso 
d e 


T ala 


Va: 


12. Restos quadráticos — teorema de Wilson 


Seja p um número primo positivo e consideremos um inteiro a não divi- 
sível por p. Diz-se que a é um: resto quadrático de p se existe b € Z, = 
=(0,1,2,...,p — 1} de maneira que b? = a (mod p). 

Por exemplo, 4 é um resto quadrático de 5, pois 3? = 4 (mod 5). 

Como 0? = 0, 1? = 1, 2’ = 4, 3? = 4c 4? = 1 (mod 5), então 2 e 3, por 
exemplo, não são restos quadráticos de 5. 

Usa-se a notação aRp para indicar que a é resto quadrático de p, e aNp 
se a não é resto quadrático de p. 

Vamos supor aRp. Logo, existe b € Z, para o qual b? = a (mod p). En- 
tāo (p — b}? = p? — 2bp + b? = b? (mod p}, e daí (p — b}? = a (mod p). Ade- 
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mais, se para algum c € Z, se verificar c? = a (mod p), então ¢? = b? (mod p) 
e daf c — b? = (c — b) (c +b) = 0 (mod p), o que implica pl(c — b) ou 
plic + b). Como b, c € Z,, então 
e-b=0 ou c+b=p 

Ouseaic=b ou c=p-b. 

Mantendo ainda a hipótese aRp e admitindo que b? =a (mod p), 
b € Z,, observemos o fatorial 

@-1)!=1.:2...b... (p-b)... Pp-DE-1) 

Para cada a EZ, 1& a< p, a #b ea +p ~b, a congruência ax =a 
(mod p) admite uma solução xo, 1 < x < p, pois aç € p são primos entre si, e 
Xo É ao (se xo=ao, então aĝ =a (mod p), o que não é possível, pois 
a Żb e a * p-b). 

Logo, os fatores de (p — 1)!, excluídos b e p — b, podem ser agrupados 
aos pares de modo que cada um dos produtos resultantes seja côngruo a a, mó- 
dulo p. Como esses fatores, excluídos b e p — b, são p — 3, então: 


p-3 


(P-1)!=a ? -b - (p — b) (mod p) 
Como b(p — b) = —a (mod p), então: 


pa 
(P- 1) =—a ? (mod p) 
Em particular, isso leva ao 


o OREMA 5 (teorema de Wilson): Se p é um número primo positivo, 
então: 


(P = 1)! = —1 (mod p) 


Demonstração: O caso p = 2 é imediato. Se p > 2, observando que 


1? = 1 (mod p), o que significa que 1Rp, então, levando em conta a conclusão 
anterior: 


(-nt=-1Te-1 (mod p) = 


Por exemplo, se p = 7, como 3º = 2 (mod 7), então 2 é resto quadrático 
de 7. Também (7 -3)2=4?=92 (mod 7). Observando os fatores de 
q —1)!=6!=1:2.3.4.5.6, diferentes de 3 e 4, vemos que a solu- 
são de 2x = 2 (mod 7) em Z, é 1 eade 5x=2 (mod 7) é 6. Logo, a maneira 
de agrupar os fatores de 6!, segundo o teorema, é: j 


= (1:2): (3: 4) (65 - 6)=2 - (2) - 2 = —1 (mod 7) 
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Mostremos agora que se aNp, onde p é um primo ímpar, então: 
Es 
(p-D!=a 7 (mod p) 

De fato, neste caso para cada ap € Z, 1 £ a < p,a congruência agx =a 
(mod p) admite uma solução xo 1 € Xo < P, € Xo É ag pois a não é resto qua- 
drático. Daí que os fatores de (p — 1)! podem ser agrupados dois a dois, sem 
exceção, de maneira que cada um dos produtos resultantes seja côngruo ao 
elemento a, módulo p. Sendo p — 1 os fatores: 


-= a'T (mod p) 
Por exemplo, se p = 5 è a = 3, então a maneira de agrupar os fatores 
de 4! que se utilizou na justificativa anterior é 
4=4:3-2.-1=(4-2)- 8> 1)=3: 3 = 3° (mod 5) 
pois o número 2 é solução de 4x = 3 (mod 5) e o 1 é solução de 3x = 3 
(mod 5). 


PROPOSIÇÃO 18 (critério de Euler) Seja p um primo positivo impar 
e seja a um inteiro não divisível por p. Então: a é um resto quadrático de p se, 
e somente se, 


CT =1 (mod p} 


(=) Sendo a um resto quadrático de p, então b? = a (mod p), para algum 
b E€ Z,. Como mdc(b, p) = 1, levando em conta o pequeno teorema de 
Fermat obtemos: 


m 


= 
a T = (yT =bri=1 (mod p) 
(e ) Suponhamos aNp. Então, devido o fato de que 
2- 
E- D! sa 7 (mod p) 


como já foi mostrado, da hipótese segue que: 
(p= 1)! = 1 (mod p) 


Mas (p — 1)! = —1 (mod p), em virtude do teorema de Wilson. Logo 
-1 = 1 (mod p) 
o que não é possível pois, por hipótese, p > 2. B 
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Exemplo 19: 


Se p = 11, então 


7 5. Assim, como 


25 = 32 = —1 (mod 11) 


2N11. Por outro lado, como 3? = 9 = —2 (mod 11), então 3* = 4 (mod 11) e 
portanto 3° = 12 = 1 (mod 11), o que garante a relação 3R11. 


Nota: Se p > 1 é um número primo, dizer que a é resto quadrático de 
p equivale a dizer que a congruência 


? = a (mod p) (pla) 


admite solução em Z, . 


O resultado central do capítulo dos restos quadráticos é a chamada “Lei 
da Reciprocidade Quadrática”. Exposta em 1785 por Adrian-Marie Legen- 
dre (1752-1833), seria demonstrada pela primeira vez por Gauss, em 1796. 
Uma maneira de formulá-la é a seguinte: 


“Sejam p e q primos ímpares positivos, p + q, e consideremos o par de 
congruências 


x? =p(modq) e xº=q (mod p). 


Então, ou ambas admitem solução ou nenhuma delas admite solução, salvo no 


caso em que p e q são da forma 4n + 3, hipótese em que uma admite solução e 
a outra não”. 


Se introduzirmos o símbolo de Legendre definido por 


aj 1seaRp 
z] O f -1 se aNp 
então a lei da reciprocidade quadrática se traduz assim: 


ap 


onde p e q são primos positivos ímpares e p É q. 
A demonstração dessa lei foge completamente aos objetivos deste texto. 


O leitor interessado poderá encontrá-la na bibliografia em [1] e [5], por 
exemplo. 


EXERCÍCIOS 
322. Ache os restos quadráticos de 7, 13 e 17. 


323. Verdadeiro ou falso: 6R19, 9N19, 4R23, BN23? Justifique. 
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324. 


325, 


326. 


327. 


328. 


329. 
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Seja a um resto quadrático do número primo ímpar p. Mostre que: 


a) p = 1 (mod 4) = (p — a)Rp- 
b) p = 3 (mod 4) = (p — a)Np- 


Sugestão: Use o fato de que p — a = —a (mod p) c o critério de Euler. 


Seja p um primo ímpar e sejam a e b inteiros tais que pfa e pfb. Mostre 


que: 
ab) fa z) 
(5) (ls 
Portanto, em que condições ab é resto quadrático de p? 


Use o teorema de Wilson para provar que as soluções de 
x? + 1 = 0 (mod p); p= 4m + 1 (primo) 
são +1 : 2... ?m (mod p). 
Resolução: Se a e b são soluções dessa congruência, então 
a? + 1=b?+ 1 (mod p) e daí (a — b) (a + b) = 0 (mod p). Logo, con- 
siderando que p é primo, b = a (mod p) ou b = —a (mod p). 
Observemos porém que, como p = 4m + 1: (p — 1)! +1 = 
={(p - 1} (p — 2) .. (P - 2m) (2m) (2m — 1)... 2- 1+1 
= (2m} (2m — 1}... 2? - 1°+ 1 = 0 (mod p) 
devido ao teorema de Wilsôn e ao fato de que p — 1 =—1 (mod p), 
p - 2 = —2 (mod p), ..., p — 2m = —2m (mod p), onde o número de 
congruências é 2m (par). Logo (2m) (2m — 1)... 2 + 1 é uma solução de 
x? + 1 = 0 (mod p), o que conclui o exercício, levando em conta a ob- 
servação inicial. 


Seja p > 2 um número primo. Mostre que a congruência x? + 1 = 0 
(mod p) admite soluções se, e somente se, p = 1 (mod 4). 


Sugestão: A congruência admite soluções se, e somente se, —1 é resto 
quadrático de p. 


Agrupe os fatores do produto 
2:3+4.,.20:21 
em pares ab = 1 (mod 23). Justifique o procedimento empregado. 


Use o teorema de Wilson para mostrar que, se p> 2 é primo, então: 


ps. 5t... (p= 2 = (1j (mod p) 


Sugestão: Leve em conta que 2 = -(p — 2) (mod p), p-3=-3 
(mod p), + = —(p — 4) (mod p), p —5 (mod p), .... 


330. Seja p > 2 um número primo. Use o teorema de Wilson para provar 
que: 

PP (pp PERA... (po 1)? (mod p) 

331. Prove a recíproca do teorema de Wilson: “Se (n — 1)! = —1 (mod n), 
então n é primo”. 
Resolução: Se n não fosse primo, então admitiria um divisor primo p, 
1<p<n. Como, então, p é um dos fatores de (n — 1)! = —1 + nq e 
pln, então p| 1, o que é absurdo. 

332. Prove que um inteiro n > 1 é primo se, e somente se, (n-2=1 
(mod n). 

13. Raízes primitivas 
Seja a um número inteiro primo com m(m € Z, m > 1). Pelo teorema 
de Euler 


avm = 1 (mod m) 


O menor inteiro h > 1 para o qual 


a = 1 (mod m} 


chama-se ordem de a, módulo m. Se h coincide com ¢ (m), então se diz que a É 


uma 


raiz primitiva de m. 
Por exemplo, sc a=3 c m = 10, caso em que p(m) = q(10) = 4, 


então: 


3 =3 (mod 10) 
3? =9 (mod 10) 


3*= 27 =7 (mod 10) 
3t=8i =1 (mod 10) 


O que mostra que 3 é raiz primitiva de 10. 


am, 


PROPOSIÇÃO 19 Se h é a ordem de a, módulo m, então a, a?, .. 
at são mutuamente incôngruos, módulo m. 


Demonstração: Vamos supor 
a’ = a' (mod m) 
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onde 1 < s < r < h. Como mde(a!, m) = 1 pois mde(a, m) =1, então o coro- 
lário 1 da propriedade Cs das congruências nos permite concluir (cancelando 
af na congruência de que partimos) que: 


Mas isso contraria a hipótese de que a ordem de a, módulo m, é h, pois 
tgr-s<h. 

PROPOSIÇÃO 20 Seja h a ordem de a, módulo m, e consideremos 
um inteiro d > 0. Então: 


a!= 1 (modm) = h|d 


Demonstração 
(+) Por hipótese d = hq, para algum q €Z. Como a = 1 (mod m), então 
a = (a7) = 1° = 1 (mod m) 
( =) Pelo algoritmo da divisão: d = hq + r (0 < r < h). Daí 
as = aht = (ata - ar = a' (mod m) 
Como a! = 1 (mod m), por hipótese, então: 
ar = 1 (mod m) 


Então não se pode ter 0 < r < h, visto que h é a ordem de a módulo m. 
Donder = Qe portanto d = hq, ou seja, h |d. O] 


COROLÁRIO Se h é a ordem de a, módulo m, então hIg(m). 

É só lembrar que, pelo teorema de Euler, a®™ = 1 (mod m), sempre 
que mde(a, m) = 1. 

Exemplo 20: Seja m > 1 e consideremos um inteiro a primo com m. En- 
tão a congruência ax = 1 (mod m) admite soluções em Z. Se b é uma solução 
qualquer dessa congruência, mostremos que a € b têm a mesma ordem, módu- 
lo m. Sejam h e k, respectivamente, essas ordens. Como a" = 1 (mod m), en- 
tão atb = (ab) =bt (mod m). Mas o fato de ab =1 (mod m) implica 
(ab) = 1º = 1 (mod m). Donde b* = 1 (mod m). Como a ordem de b, módu- 
lo p, é k, a proposição anterior nos garante que kih. De maneira análoga se 
mostra que h|k. Donde h = k. 


EXERCÍCIOS 
333. Ache a ordem dos inteiros 4, 7 e 11: 

a) módulo 17 b) módulo 25 c) módulo 15 
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334, 


335. 


336. 


337. 


338. 


339, 


Seja p um primo. Se a é um inteiro tal que pfa, prove que: a ordem de 
a, módulo p, é 2 se, e somente se, a = —1 (mod p). 


Prove cada uma das seguintes afirmações: 

a) Se a tem ordem hk, módulo n, então a" tem ordem k, mod n. 

b) Se a ordem do inteiro a, módulo p > 2 (p primo) é 2k, então a = 
(mod p). 

c) Se a tem ordem n — 1, módulo n, então n é primo. 


Sugestão para c): Use exercício 306. 


a) Mostre que o inteiro 2 tem ordem n, mod. 2º — 1. 

b) Prove que q(2! — 1) é múltiplo de n, para todo n > 1. 

c) Sep > 1 é primo, pode-se concluir que (p° — 1) é múltiplo de n, 
para todo n > 1? Justifique a resposta. 


Sugestão paraa):ih<n > 2º-1<2"—1, 


Vamos supor que a ordem de a módulo n é h e que a ordem de b módulo 
n ék. Prove que: 

a) a ordem de ab módulo n divide hk. 

b) Se mdc(h, k) = 1, então a ordem de ab é exatamente hk, 


Resolução: 

a) Como (ab) = (at) (b“)h = 1 (mod n), a proposição 20 garante que 
hk é múltiplo da ordem de ab, módulo n. 

b) Seja d a ordem de ab, módulo n. Então (ab)! = 1 (mod n) e portanto 
(ab)? = (at)! . b® = 1 (mod n); como porém (aj =1 (mod n), 
pois a tem ordem h, módulo n, então b% = 1 (mod n), o que implica 
kI(dh); como porém mdc(h, k) = 1, então k|d. Analogamente se 
mostra que hd. Donde (hk)|d, pois mdc(h, k) = 1. Mas em a) já 
havíamos obtido que d|(hk). Donde d = hk. 


Seja a > 1 um inteiro. Se p > 2 é primo, prove que os divisores ímpares 
primos de a” — 1 ou são também divisores de a — 1 ou são da forma 
2px + 1. 


Seja a > 1 um inteiro. Se p > 2 é primo, prove que os divisores primos 
fmpares de a? + 1 ou dividem a + 1 ou são da forma 2px + 1. 


Resolução: Se q é um primo ímpar, divisor de aP + 1, então 
aP + 1 = 0 (mod q) e daí a? = 1 (mod q). Logo, as possíveis ordens de 
a, módulo q, são d = 1,2, p ou 2p. 


159 


340. 


341, 


342. 


343. 


344. 


345. 


346. 


347. 


348. 
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Vamos supor d = 1. Então a = 1 (mod q) e daí a? = 1 (mod q); mas co- 
mo æ = —1 (mod q), então 1 = —1 (mod q), o que não é possível pois q 
é ímpar. Se d = p, então igualmente teríamos a? = 1 (mod q), o que 
contradiz a? = —1 (mod q). No caso d = 2 se tem a? = 1 (mod q); daí 
al(a- t) (a+ 1), o que implica ql(a— 1) ou qi(a + t). ou seja, 
a = 1 (mod q) ou a = — i (mod q). 

Como a primeira possibilidade corresponde a d = 1 deve ser descarta- 
da, restando a = —1 (mod q), o que equivale a al(a + 1). 

Finalmente, se d = 2p, como «p(g) = q — 1 é múltiplo de 2p, então 
q= 1 + 2px. 


Mostre que há infinitos números primos da forma 2px + 1, onde p > 2 
é primo. 


Sugestão: Todo divisor primo de 2º — 1 é da forma 2px + 1 (exerc. 
338). Suponha que p; , Pz, ---, p, fossem todos os primos da forma dada. 
Considere o número (p; - py... p,)º — 1 e use o exercício 338. 


Prove as seguintes afirmações: 


a) Os divisores primos ímpares de um inteiro n? + 1 são da forma 
4k+1. 

b) Os divisores primos ímpares de um número inteiro n* + 1 são da for- 
ma 8k + 1. 


Prove que há infinitos números primos da forma 4k + 1. 


Prove que há infinitos números primos da forma 8k + 1. 


Seja p um primo fmpar. Se pfa, mostre que a +1 (mod p). 


a) Mostre que 2 é raiz primitiva de 19, mas não é de 17. 
b) Mostre que 15 não admite raízes primitivas. 


Seja a um resto quadrático de um primo ímpar p. Mostre que a não é 
raiz primitiva de p. 


Seja a uma raiz primitiva de um primo fmpar p. Prove que: 
a) Se p = 1 (mod 4), então ~a também é raiz primitiva de p. 


b) Se p = 3 (mod 4), então a ordem de —a, módulo p, é É 


2 


Sejam a e b raízes primitivas de um primo fmpar p. Prove que ab não é 
raiz primitiva de p. 


Resolução: Como a é raiz primitiva de p, então p(p) = p — 1 éo me- 
nor expoente estritamente positivo para o qual a”! — 1 = Q (mod p). 


Em po 
Daífa - 1) -fa T+ 1]=0 (mod p) € portanto a 
j 
pa 


(mod p), posto que a ordem de a é p— 1. Analogamente, b T = 
Em 

(mod p). Donde (ab) 7 = 1 (mod p) e a ordem de ab, módulo p, é 

menor que (p). 


349, Se p= 2t+ 1 é primo e se a não é resto quadrático de p, prove que a é 


raiz primitiva, módulo p. 


350. Seja a uma raiz primitiva de n. Se k > O e se mdc(k, qp(n)) = 1, prove 


que a* também é raiz primitiva de n. 


351. Sejan > 1 um inteiro. 


a) Se a é raiz primitiva de n, mostre que os elementos de 
A = fa, af, ..., 29) são mutuamente incôngruos, módulo n. 

b) Se a,, az, ..., apm indicam os inteiros positivos menores que n e pri- 
mos com n, prove que todo elemento de A é côngruo, módulo n, a 
um único elemento a;. 


Resolução de b): Dividamos a' (1 < i < q(n))porn:a=n-q+r 
(0<r;< n). Como mdc(a, n) = 1, então mde(a, n) = 1 e portanto 
mdc(n, r;) = 1. Logo r; é um dos elementos de (a,, az, ..., anj} Como 
a' = r; (mod n), então cada a' é côngruo, módulo n, a algum dos a; 
(1 <j < q (n)). Não podemos ter a' = a, (mod n) e a' = a, (mod n), 
1< r, s < q (n), pois isto obriga a, = a, (mod n), o que não é possível, 
jáqueO<a,a<n. 


161 


APÊNDICE It 


, CONSTRUÇÃO 
LOGICO-FORMAL DO 
CONJUNTO DOS 
NUMEROS INTEIROS 


1. Os números inteiros: construção 


Nosso objetivo aqui é dar um sentido matemático a todas as expressões 
do tipo a — b, para quaisquer a, b € IN, de maneira a poder tratar como 
entes do mesmo conjunto tanto aquelas como 7 — 3,5 — 1 e 4 — 0 quanto 
aquelas como 3 — 7,1 — 3 e 0 — 2, por exemplo. Nesse sentido convém ob- 
servar primeiro que subjacente a cada “diferença” a — b está o par ordenado 
(a, b) € IN x IN. Além disso é fácil ver que, por exemplo, a igualdade em IN 


5-3=9-7 
equivale a 5 + 7 = 9 + 3, De uma maneira geral, se a, b, c, dE IN, a > be 
c } d, vale a equivalência: 
a-bsc-d = atd=c+d 
Essas considerações, aliadas ao fato de que o conjunto dos inteiros a ser cons- 
truído, deve ser uma “ampliação” de IN, ajudam a entender o caminho que 
tomaremos. 
No conjunto IN x IN consideremos a relação definida da seguinte 
maneira: para quaisquer (a, b) e (c, d) em IN x IN, 
(a,b) ~ (c, d) => ar+d=b+c 
Para a relação ^~ valem as propriedades: 
e Reflexiva pois, como para todo (a, b) E IN x IN, se verifica a + b = b + a, 
então (a, b) (a, b). 
© Simétrica, ou seja, se (a, b) œ (c, d), então (c, d) ~ (a, b) (exercício) 
o Transitiva pois, sc (a, b) » (c, d) e (c, d) ~ (e, f), entãoa+d=b+ce 
c+fse+d; díia+d+f=b+c+fec+f+b=e+d+b,o que 
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implica atd+f=e+d+b e portanto a+f=e+b, ou seja: 
(a, b) mo (e, 1. 

Logo ~ é uma relação de equivalência em IN x IN e, por conseguin- 
te, determina uma partição neste conjunto em classes de equivalência. Para 
cada (a, b) € IN x IN, indicaremos por (a, D) a classe de equivalência deter- 
minada por (a, b) EIN x IN. Assim: 


(a,b) = [(4,9) EIN x INIG, y) ~ (a. b)} = 
={(x,y) EIN x IN|x+b=y+a) 


O conjunto quociente de IN x IN por ”», ou seja, o conjunto de todas as clas- 
ses (a, D), para qualquer (a, b) € IN x IN, será indicado por Z. Então: 


z-N* YK- (fa Dita b) EIN x INI 


Por exemplo: 


4, {(2, 0}; (3, 1); (4,9); ...) 
(2, 9) = {(0, 2); (1,3) (2,4%...) 
(5) = {(0, 4}; (1, 5); (2, 6X: ...) 
É claro que: (a, bì = (c, d) = (a, b) ~ (c, d) = a+d=b +c. 
Em particular vale o seguinte: se a >b, então (a, b)=(a —, 0), pois 
a+0=(a-b)+b;eseb>a, então (a, b)=(0, b — a), uma vez que 
a+(b-a)=b+0. Assim, se (a, DEZ, então (a, b)=(c, 0) ou 
(a, b) = (0,9). para algum c E IN. E essa maneira de representar o elemento 
(a, b) é única pois, por exemplo, se (c, 0) = (d, 0), então c + 0 = d + 0 e daí 
c=d. 


1.1 Adição em Z 


Consideremos os números naturais 4 e 3 escritos sob a forma: 4 = 5 — 1 
c 3=7 — 4. Então: 4 +3 = (5 — 1) + (7 = 4) = (5 + 7) — (1 + 4). Essa ob- 
servação ajuda a entender a definição a seguir: 


DEFINIÇÃO 1 Sejam m = (a, B) e n = (€, d) elementos quaisquer 
de Z. Chama-se soma de m com n, e se indica por m + n, o elemento de Z defi- 
nido por: 

m+n=((a+c,b+d) 


Suponhamos m = (a, b) = (@, b.) e n= (e, =. di); então 
m+n=(a+c, b+d)e m+n=(a, +c,, b, +d,). Como porém 
(a, b) ~ (a,, b,) e (c, d) © (c d,), entãoatb=b+aectd=d+c, 
do que resulta (somando membro a membro essas igualdades): (a+b) + 
+(c+d,)={(b+a,)+(d+'c,)ou (a + ¢) + (b, + di) = (b + d) + (a; + c). 
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Donde (a Fc, b + d) = (a; F c, b; + di). Logo a relação dada por 
mn) > m+n 
é uma aplicação de Z x Z em Z e portanto é uma operação sobre Z. A essa 


operação chama-se adição em Z. 
Para a adição em Z valem as seguintes propriedades: 


a, Associativa 


De fato, se m = (a, b), n = (€, d} e r = (e, 5) são elementos genéricos de Z, 
então: 


(m+n)}+r=(a c, b+ d)+ (e, 1)= (+c) +e, (b+ d) +t) = 
=Grc+rbrd+D=Bb+kc+ed+D- 
=, b) +((e,d) + (6) = m + (n +r) 
a, Comutativa: m + n =n + m, Ym, n € Z. Exercício. 
a, Existe elemento neutro: é a classe (0, 0). De fato, para qualquer {a, b) € Z: 
q, b) + (0, 0) = (a + 0, b + 0) = (a, b) 


É óbvio que (a, a) = (0, 0), para todo a € IN. Usaremos a notação: 
0 = (0, 0), a qual será justificada no item 2. 


a, Todo m = (a, b) E Z admite oposto (simétrico aditivo). Ou seja, para todo 


m €Z existe m’ EZ de modo que m + m’ = 0. Usaremos a notação: 


-m=m'. 


Como 


abB+DBa=-Arbbra=0 
então: m = (5,5) > -m = (b; a). 
Destaquemos ainda a lei do cancelamento em Z: 


m+r=n+r > mean 
De fato: m = m + 0 = m + [r + (=r)] = (m + r) + (=1) = 
=(a+r)+(-)=n tir +n n. 


1.2 Subtração em Z 


Para cada par de elementos m, n € Z, chama-se diferença entre m e n e 
indica-se por m — n o elemento m + (-n) €Z. Ou seja: 
m-n=m+(-n) 


Assim, posto que m — n EZ, quaisquer que sejam m, n € Z, a relação dada 
por 
(mn) >m-n 
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é uma aplicação de Z x Z em Z — ou seja, é uma operação sobre Z. A essa 
operação denominamos subtração em Z. Esta operação, contudo, não é associa- 
tiva, nem comutativa e tampouco admite elemento neutro, Sugerimos ao lei- 
tor verificar esses fatos. 


1.3 Multiplicação em Z 


Uma maneira pouco prática de multiplicar os números naturais 
3=5-2e4= 10 — 6 seria a seguinte: 


3.4=(5-2)-(10-6)=(5-10+2-6)-(5-6+2-10)=62-50= 12 


Contudo, a partir daí fica mais fácil entender a 


DEFINIÇÃO 2 Sejam m = (a, b) e n = (€, d) elementos genéricos de 
Z. Chama-se produto de m por n e indica-se por mn (ou m - n)o elemento de Z 
definido por: 

mn = (ac + bd, ad + be) 

Se m=(a, B=(a, bı) e n={, dJ =, di); então 
mn = (ac + bd, ad + bc) e mn = (ajc; + bid, ad, + b;c;). Mas como 
(a, b) ~ (aj, bi) e (c, d) ~ (c1, d1), então a +b; =b +a, e c +d; =d + c, 
Daí obtemos: c(a + b,) = c(b +a), a(c+d)=a(d+c;), db+a)= 
= d(a + b,) e bi(d + c1) =bi(c + d;). Desenvolvendo esses produtos e de- 
pois somando membro a membro as igualdades obtidas, feitos a seguir os can- 
célamentos possíveis, restará 

(ac + bd) + (ad) + b;c,) = (bc + ad) + (acı + bid,) 


o que pode ser traduzido por: 


(ac + bd, ad + bo) = (asc; + bidy, ad; + bico) 
Isso significa que a relação 
(m,n) > mn 
é uma aplicação de Z x Z em Z e, por isso, uma operação sobre Z. Trata-se, 
obviamente, da multiplicação em Z, da qual destacamos as propriedades a 
seguir. 
m, Associativa: m(nr) = (mn)r, para quaisquer m, n, r E Z. Exercício. 
m; Comutativa 
De fato, se m = (a, b) en = (€, d) são elementos quaisquer de Z, então 


mn = (ač + bd) ad F bo) = (ca + db, cb + da) = nm 
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m, Existe elemento neutro: é a classe (1, 0), à qual indicaremos apenas por 1 (a 
justificativa para essa simplificação será vista no item 2), pois: 


va bDez-(1D-ab=-0-aro-bi bro a=(2,5) 


m, Lei do anulamento do produto: Sem, n E Z e mn = 0, então m = 0oun=0. 


Como já observamos anteriormente, todo elemento de Z pode ser repre- 
sentado univocamente sob uma das seguintes formas: (a, 0) où (0, a), para 
algum a € IN. Vamos supor, por exemplo, m = (a, 0) e n = (0, b). En- 
tão, por hipótese, mn = (0, ab) = (0,0). Daí 0 + 0 = ab + 0 ou ab = 0 
(em IN), o que implica a = 0 ou b = 0. Donde m = 0 ou n = 0. Os de- 
mais casos não apresentam nenhuma novidade. 


d Distributiva: Para quaisquer m, n, rEZ, m+ (n +r)=(m+n)+r. 
Exercício. 

O conjunto Z, munido das operações introduzidas através das definições 
1e 2, mais a relação de ordem a ser introduzida no item seguinte, é chamado 
conjunto dos números inteiros. E os elementos de Z, nessas condições, são chama- 
dos números inteiros. 


1.4 Relação de ordem em Z 


Se m €Z, então m = (a, 0) ou m = (0, a), para algum a € IN. Assim, 
se fizermos 


2o=+ 


torna-se válido escrever 
Z=(..,-2,-1,0,+41,42,...) 

Façamos (0, +1, +2, ...}= Z, e(..., -2, —1, 0} =... Os elementos de Z , 
se dizem inteiros positivos e os de Z_ inteiras negativos. Todo elemento 
m € Z$ ={+1, +2, +3, ...} é chamado inteiro estritamente positivo; e todo 
m €Zt = {...,—3, —2, —1} é um inteiro estritamente negativo. 

Notemos que se m E Z , (ouZ* ), então -m € Z_ (ou ZŻ) e vice-versa. 
De fato, se por exemplo m = (a, 0) (logo m € Z , ), então —m = (0, a) (que 
está em Z.). 
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DEFINIÇÃO 3 Sejam m, n € Z. Diz-se que m é menor que ou igual a n 
e anota-se m & n se 


n=m+r 


para algum r € Z ,. Neste caso também se pode escrever n > m, o que se lê: 
“m é maior que ou igual a m”. 

Sen= m+r, onde r E Z$ , então m se diz menor que n. Notação: 
m < n. É equivalente dizer que n é maior que m e anotar n > m. 

Em particular Ox r, Yr EZ, , pois r= 0 + r; e s < 0, Ys EZ_, já 
que 0 = s + (— s). Também: O <r, para todo r E€ Z", e r< 0 para todo 
rEz?. 

Vejamos agora as propriedades mais importantes da relação & 
sobre Z. 


o, Reflexiva:m <m, Ym EZ, poism =m +0 e 0€Z,. 

o; Anti-simétrica: Vamos supor m $ n e n & m. Então m=n+r, onde 
r, = (a, 0), para algum a € IN, e n = m + r,, onde r; = (b, 0), sendo b 
um conveniente elemento de IN. Então: 


m=n+r =(m+r)+r =m +r, +r)=m + (a+b, 0) 
o que implica, pela lei do cancelamento da adição: 
atb, = (0,0 
Dai a + b = 0 {em IN) e portanto a = b = 0. Donde r, = r= 0em =n. 
o; Transitiva: m &n e n <q > m q. (Fica como exercício.) 
omgnoungm 


Vamos supor m = (a, 0) e n = (b, 0). Se a < b, então b = a + c, para 
algum c € IN e portanto 


n = (b, 0) = (a + c, 0) = (a, 0) + (c, 0) = m + (e, 0) 


o que garante a relação m « n. Se, ao contrário, ocorresse b « a, então vale- 
riang m. 


O caso m = (0,a) e n = (0, b} pode ser encaminhado do mesmo modo. 
Finalmente, seja m = (a, O) e n = (0, b). Então 
m = (a, 0) = (a + b, b) = (0, b) + (a + b, 0) = n + (a + b, O 
de onde segue n < m. 


Uma consequência das considerações anteriores é que: mEZ. e 
nEZ, -m<n. 


O; Compatibilidade com a adição: Se m < n, então m +p & n +p, para todo 
pEZ. 
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De fato, da hipótese segue que m + r = n, para algum r € Z, . As- 
sim, para todo pEZ: n+p=(m+r)+p=(m+p)+r. Donde: 
m+p4n+p. 


os Compatibilidade com a multiplicação: m & n e O£p = mp <$ np. 
Por hipótese n = m + r, onde r = (a, 0), para algum a € IN. Supondo 
p=(b,0), como pn =pm +pr, onde pr = (ab, 0)EZ,, então 
pm « pn. 


2. Imersão de IN em Z 


Mostraremos agora, dentro da construção que fizemos, em que termos 
se pode considerar IN como parte de Z. 
Seja f: IN — Z definida por f(a) = (a, 0), para todo a E Z. Ou seja: 
KO) = (0,0)=0 
D=(1,0)=+ 


12) = (0) = +2 


Então: 
e Im(f) = fajla EIN) =Z, =(0,+1,+2,43,...). 
efa)=fb) = (a, 0) = (b, 0) = a = b, o que mostra que f é injetora. 
e f(a + b) = (a + b, 0) = {a, 0} + È, 0) = fa) + ib), Ya, b € N 
* flab) = (ab, 0) = (2,0) - (b, 0) = f(a) Kb), Ya, b E IN 
* Se a < b, então b = a + c, para algum c E IN e portanto 
fb) = È, 0) = (a + c, 0) = (a, 0j + (€, 0) = fa) + (c, 0) 


o que significa que 


fla) < Kb) 


Assim, no que se refere aos aspectos algébricos e à ordenação, Z , é uma 
cópia de IN, obtida através de f. Daí porque se pode identificar IN com Z., e 
considerar IN C Z, Mais especificamente, nessa identificação o número natu- 
ral O passa a se confundir com o inteiro 0 = (0, 0), o natural 1 com o inteiro 
+1 = (1,0), e assim por diante. A função f considerada costuma ser chamada 
de imersão de IN em Z, por razões óbvias em face das propriedades que desta- 
camos a seu respeito. 

Isso posto, se x = (a, DEZ, então x = (a, b) = (a, O +00, b) = 
=(,0)+[-(b,0)] e, em consequência da identificação feita, x = a — b, 
Logo, todo inteiro é igual à diferença (em Z) entre dois números naturais. 
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Por outro lado, se a, b € IN, levando em conta a identificação de IN 
com Z,: 


a — b = (a, 0) — b, 0) = (a, ô) + (0, b) = (a, b) 


o que mostra que a subtração de dois números naturais é sempre possível em Z 
— e isso, no fundo, era o que se tinha em vista com a construção do conjunto 
dos números inteiros. 


2.1 O princípio do menor inteiro 


A identificação que fizemos de IN com Z , torna válida a demonstração 
que fizemos em 3.3 do princípio do menor inteiro: 


o, Seja SC Z, S # Ø. Se S admite uma cota inferior (e portanto infinitas), 
então S possui mínimo, 
EXERCÍCIOS 


352. Se a, b, c, d E Z, prove que: 
a) (a —b) (c— d) = (ac + bd) — (ad + bo) 
b) (a + b) (c — d) = (ac -+ bo) — (ad + ba) 


353, Sejam x e y inteiros tais que xy = 1, Prove que x=y=1 ou 
x=y=-1. 


354. Prove que: a <b +c = a -b<c. 
355. Se p > 0, prove que a — p < a, para todo a € Z. 
356. Prove que: x? =x > x =0 ou x=1. 


357. Para todo a € Z, mostre que 
a ~ i = máxļįx EZ|x<a) 


358. Sea <b e c <d, mostre quea — d < b ~ c. 
359. Prove que:a <b e c<d = be + ad < ac + bd. 


360. Mostre que, para todo n EZ, o conjunto {x EZ|n <x <n +1} é 
vazio. 
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APÊNDICE lil 


ARITMÉTICA MÓDULO m 


Sejam > 1 um inteiro e indiquemos por Z,, o sistema completo de restos 
mínimos positivos, módulo m: Zm = {0, 1, 2, ..., m — 1). Se x, y E Zm, en- 
tendemos por soma módulo m de x com y O resto da divisão euclidiana de x + y 


por m. Usaremos a notação x + y para indicar a soma módulo m de x com y. 
Por exemplo 


647-5 


pois na divisão de 13 por 8 o resto é 5. 
Como o resto da divisão euclidiana de um inteiro qualquer por m está 
sempre em Z.,, então a correspondência 


Gy) +xFy 


é uma lei de composição interna em Z,, (ou uma operação sobre Zm) à qual 
chamamos adição módulo m. 
Para essa operação valem as propriedades: 


mm mom ma 
a, (xf y)fz=x¥}(y Fz) (associativa) 
a x F y=y fx (comutativa) 

as Existe elemento neutro: é o número 0. 


a, Todo a € Zy tem simétrico aditivo em Z,, : É O elemento m -- a, pois o res- 
to da divisão de a + (m — a) = m por m € 0. 
Provaremos apenas a,, já que a demonstração das demais propriedades é 


imediata, Vamos supor x F y=en(tt+ty=my+r,0<4rn<me 
(Fy) F zar z= r (r+ z= mg + re, 0< r< m) Daí resulta 

(x +y) + (T, + z) = (mq, + r,) + (mq: + rz) 
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e então: 


x+y+z=mig+q)+r (0<r<m) 


Portanto r; = (x + y) + z é o resto da divisão euclidiana de x + y + z por m. 


De maneira análoga, mostra-se que x + (y + 2) é, também, o resto da divi- 
são euclidiana de x + y + z por m, Dessas conclusões resulta a igualdade 
desejada. 


Para cada par de elementos x, y € Zn, indicaremos por x > y o produto 

módulo m de x por y, assim definido: 
x” y = resto da divisão euclidiana de xy por m 
Obviamente a correspondência 
m 
En) xy 

define também uma lei de composição interna em Z,,: é a chamada multiplica- 
ção módulo m. Para esta operação valem as seguintes propriedades: 


mm 
m, (x-y) 


mx” y=y"x (comutativa) 


=x" (y™z) (associativa) 


m, Existe elemento neutro: obviamente o número 1. 
E, envolvendo adição e multiplicação, vale 

mom m m m 

d x"(yfzjax"yfx"z 
ou seja, a multiplicação módulo m é distributiva em relação à adição mó- 
dulo m. 

As propriedades apontadas até aqui indicam que Zy é, em relação à adi- 
ção e à multiplicação módulo m, um modelo do que se chama em álgebra de 
anel comutativo (a qualificação *'comutativo”” decorre do fato de se verificar 
my). Observemos que o próprio Z, em relação à adição e à multiplicação 
usuais, também é um anel comutativo. Vamos nos referir a Z,, como anel dos 
inteiros módulo m e a Z como anel dos inteiros, simplesmente. A seguir focalizare- 
mos algumas diferenças estruturais entre os anéis Zm (m > 1) e Z. Mas antes 
vejamos como se podem visualizar as operações num anel Z», por meio de tå- 
buas. Para Z,, por exemplo: 


' 
Se |POr a sê 3 do fog 1 2 3 
ojo 1 2 3 colo 0 00 
1ļi 2 3 0 1jo 123 
2/2 3 0 1 alo 2 0 2 
3j3 0 i 2 slo 3 2 1 


(°) Ver exercício 364. 


No anel dos inteiros a relação ab = 1 equivale aa = +1 e b = 1. Isto 
significa que um elemento a € Z tem simétrico multiplicativo (inverso) se, e 
somente se, a = +1. Para estudar a mesma questão em Zm, façamos 


Um) = (a € Z„| 3b €Z,,a "b = 1). Um elemento a € U(m) é chamado 
invertível em Zm- Obviamente 0 Æ U(m), Ym > 1. Sea € Z, é invertível, o 


m M m 
elemento b € Z„ tal que a : b = 1 é único. De fato, se a - c 
então 


Tec a hitb 


Esse elemento é chamado inverso aritmético de a módulo m e será indicado indis- 
tintamente (para todo m > 1) por a*. 


PROPOSIÇÃO 1 Um elemento a E Z,, é invertível em Z,, se, e so- 


mente se, mdc(a, m) = 1. 


Demonstração: 
(=) Por hipótese existe o inverso aritmético de a, módulo m: a ™ a 
Daí segue que o resto da divisão de aa* por m é 1, o que leva a aa 1 
(mod m). Logo a* é uma solução de ax = 1 (mod m) e, portanto, em 
virtude da proposição 14, mde(a, m) = t. 


. 


(=) Semde(a, m) = 1, então ax = 1 (mod m) admite uma solução b E Zp, 


> 1a? 
conforme foi visto no item 9. Daía - b = 1 eb=a*, “ 


COROLÁRIO Para que todo a E Z,,, a * 0, seja invertível é necessá- 
rio e suficiente que m seja primo. 


Demonstração: 

(=) Se m não fosse primo, então admitiria um divisor a, | < a < m; daí 
mdc (a, m) + 1 (na verdade mdc (a, m) = a) e, devido à proposição, a 
não seria invertível, contrariamente à hipótese, 

( =) Se m é primo, então o único divisor de m em Z, é 1 e portanto 
mdc(a, m) = 1, para todo a E Zn, a O. Donde, devido à proposição, 
todoa E Zn, a * O, é invertível, E 
Por exemplo, se m = 4, como mde(1, 4) = mde(3, 4) = 1 ao passo que 

mde(0, 4) = 4e mde(2, 4) = 2, então U(4) = {1, 3} 

Se mé primo, U(m)={1, 2, ..., m — 1}. Porexemplo U (5) ={1, 2, 3, 4). 
No anel Z vale a lei do anulamento do produto: (Va, bE Z) 
(ab = 0 = a = 0 ou b = 0). A mesma lei não é válida em Z,, por exemplo, já 
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5 6 
que2*3=0 (também 3 | 4 = 0). Para estudar em que condições, sobre m, 
vale essa lei em Z,, seja 


D(m) = {a EZ„ja #0 e bEZ,,b*0,a"b=0) 
Um elemento a E D(m) é chamado divisor próprio do zero em Zp. 
Por exemplo, em Z,, são divisores próprios do zero 2, 3, 4 e 6 pois 
276=3%4=0. 
PROPOSIÇÃO 2 Para que a € Z,,, a # 0, seja um divisor próprio 


do zero é necessário e suficiente que mdc{a, m) É 1. 
Demonstração: 

(=) Vamos supor, por absurdo, mdc(a, m) = 1. Então a é invertível em 
Zm, OU seja, existe b E Z,, para o qual a “b= 1, Mas por hipótese 


a ™ c= c a = 0 para um conveniente c € Z,, c # 0. Daí 


c Ta"b)=(c"a)"b=0"b=0 


o que é absurdo. 


( =) Como mde(a, m) * 1, então existe um primo p > 1 tal que pla e pjm. 
Não se pode ter p = m pois isto levaria à relação m |a, a qual não pode 
ocorrer visto que a € Z,. Logo m = pq, onde 1 < p, q < m. Como o 
resto da divisão de pq =m por m é 0, então p" q=0 e portanto 
P, q € Dim). 

Mas como pla, então a = ps, onde s é um conveniente elemento de Z,, . 
Daí aq = (pq)s e então 


a“a=(p"a) 


o que mostra que a € D(m). 


COROLÁRIO Um anel Z, não possui divisores próprios do zero se, € 
somente se, m é primo. 

Demonstração: 

Z, não possui divisores próprios do zero se, e somente se, 
mde(a, m) = 1, Va E Za, a * 0. Masmde(a, m) = 1, Va E Zp, a É O, equi- 
vale a dizer que todo a € Z,,, a * 0, é invertível. O que ocorre, segundo o co- 
rolário da proposição anterior, quando e somente quando m é primo. a 

Do que foi exposto até aqui decorre a seguinte partição 


Za = {0} U Um) U D(m) 


onde D(m) = Ø se m é primo. 
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Por exemplo, para Zs: 


Z, = {0} U U(8) U D(8) 
onde U(8) = {1, 3, 5,7} e D8) = {2, 4, 6}. 


Exemplos: 

1) Voltemos a examinar a congruência linear ax = b (mod m), onde 
a # 0e mdc(a, m) = 1. 

Se a* é o inverso aritmético de a, módulo m, então aa* = 1 (mod m) € 
portanto 

(ea")b = a(a*b) = b (mod m) 

o que mostra que a*b é uma solução particular da congruência dada. 

Assim, o conjunto das soluções de ax =b (mod m) onde a #0 e 
mdc(a, m) = 1 é: 

{a'b + mj EZ} 

Por exemplo, no caso da congruência 5x = 19 (mod 23), como 5* = 14 
(pois 5? 14 = 1) e como 14 - 19 = 266 = 13 (mod 23), então pode-se tomar 
o 13 como solução particular da congruência dada, cuja solução geral é: 


x = 13 (mod 23) 


2) Seja a € Z,. Para todo inteiro r > 1 a potência r-ésima de a em Zn 
se define da maneira usual: 

al=a 

ar=a"a" ... Ta (r fatores), se r > 1. (Não estamos distinguindo a 
notação de potência em Z,, daquela em Z, para não sobrecarregar a notação.) 

Nessas condições, sea € Z, e mdc (a, m) = 1, a ordem de a, módulo m, 
é o menor inteiro d > 0 para o qual se verifica a igualdade a° = 1 (em Zm). 

Assim, por exemplo, em Z, = (0, 1, 2, 3), como 

3!=3e3?=1 (pois3-3=1 (mod 4)) 


então, a ordem de 3, módulo 4, é 2. 
Em Z, então 
arm 


para todo a tal que mde(a, m) = 1. Em particular, se p é primo, então 
ari=] (Va EZ,;a £0) 


pois todo a E Z,, a * 0, é primo com p neste caso. Isso significa que para todo 
primo p > t a equação 


ato 
tem p — 1 raízes em Z,: todos os elementos não nulos de Zp. 
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EXERCÍCIOS 


361. Resolva, com o uso do inverso aritmético do coeficiente de x, as seguin- 
tes congruências lineares: 


a) 3x = 7 (mod 23) o) 5x 
b) 8x = 2 (mod 30) d) 9x 


3 (mod 19) 
—1 (mod 17) 


362. Seja m > 1 um inteiro. Para cada a € Z,, fixado, mostre que 


f=Z > Z, definida por f(x) = x F a é bijetora. 


Resolução: 
i Sex, y € Zn e x F a = y F a, adicionando (módulo m) o simétrico 
aditivo p — a de a a ambos os membros da igualdade: 


@& FaF ip-a=(yfa) Fip- a) 


xfa p-a] -yF latp-a] 
ou 
xf0= y Fo 
de onde resulta x = y; logo f é injetora. 
ii Dado y € Z,, tomando x = y f a’ (a' = p — a = simétrico aditivo 


de a), então x E Zne x)= (y Fa) Fa=yt@ Faj=yf0=y; 
donde f é sobrejetora. 


363. A criptografia objetiva, em suma, a codificação de mensagens. Para tanto 
são usadas uma chave de transmissão através da qual a mensagem é co- 
dificada e uma chave de recepção para decodificá-la. Nos casos mais 
simples essas chaves são iguais. 

Um dos sistemas criptográficos mais antigos e simples é a chamada ““ci- 
fra de César” (a razão do nome é que Júlio César a usava). A cifra de 
César baseia-se na propriedade exposta no exercício anterior 
Imaginemos as 26 letras usuais e o espaço (entre duas palavras) associa- 
dos aos elementos de Zy, conforme o quadro: 


TAA Bjej  I|I|KI|L| |x yjz 
E + 
o jajaja] o pojujij = [24 25 |26 
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Fixado um elemento a € Z, (a é a chave do código — dc transmissão c 


de recepção), a aplicação x £> x É a permuta os elementos de Zy e, 
consegiientemente, os elementos do conjunto formado pelo símbolo do 
espaço e as 26 letras. Dessa forma cada mensagem se transforma em có- 
digo; o fato de f ser bijetora garante que mensagens diferentes são codifi- 
cadas de maneira diferente e, ainda, a possibilidade da decodificação. 
Vejamos, por exemplo, como codificar a frase “eu vou"”, usando como 
chavea = 15. 


y 


“040 "un 


> 5» 515=20 
= 2 > 2fis=o > 
0F15=15 > 
> 2 > 2715=10 > 


Genom C A 
4 
o 
+ 


E 
> 15 > 15+15=3 + 


U > 2 > 2Ẹf15= 9 - 
Portanto o código para a frase dada é “TIOJCI”. 
Para decodificar, por exemplo, G X A, considerando que o simétrico 
aditivo de 15 é 12 (mantendo, portanto, a chave a = 15), procede-se 
assim: 


C > 7> 7712-19 > $ 
X = 4 > 4F12=9> I 
A > 1> 112213 - M 
Logo, a mensagem era “sim”. 
Isto posto: 


a) Codifique “Teoria dos números"” usando a = 5 como chave. 
b) Se a chave usada foi a = 12, decodifique a mensagem: 


OMYALUDLZFYOQCUOUD 


Como já foi esboçado neste Apêndice, um anel comutativo é constituído 
de um conjunto A + Ø, uma “adição” (x,y) — x + y e uma “multi- 
plicação” (x, y) — xy sobre A, de modo que: a, (a+b)+c= 
=a+t(b+o),va,b, c E A; ap a +b =b +a, Va, b E A; a, existe 
elemento neutro para a adição, ou seja, um elemento 0 E A tal que 
a+0=a,va€ A; a, para todo a E A existe a' E A tal que a + a’ =e 
(a' é o oposto ou simétrico aditivo de a) m, a(bc) = (ab)c, 
Ya, b, c € A; m, existe elemento neutro para a multiplicação, ou seja, 
um elemento 1 E Atalquea: 1=a,va€A;m,ab=ba, Ya, b € A; 
d a(b +c) = ab + ac, Ya, b,c E€ A. 


São exemplos de anéis, como já vimos, Z e Z„ (vm > 1). 
Num anel comutativo A a soma ¢ o produto de n clementos a,, ag, ..., 
a, € A (n > 2), bem como a potência enésima de a € A (n > 1) se defi- 
nem generalizando os conceitos respectivos em Z. Assim, são definidos 
por recorrência do seguinte modo: 

n 


i=1 


n 


1 


o 


ai=a,ar=sami.a (n>1) 


Isso posto, provemos a chamada fórmula do binômio de Newton para um 
anel comutativo A qualquer: 

“Se x e y são elementos não nulos de um anel comutativo (ou seja, x e y 
são diferentes do elemento neutro da adição de A) então, para todo 
n > 1, vale a relação 


caem 5 (phone © 


P 


Observemos que, por definição, a? = 1 (elemento neutro da multiplica- 
ção) para todoa + Q e 0! = 1, 


(e) “Te Ospa)” 


Resolução: 
i Provemos primeiro a relação de Stifel para os coeficientes binomiais que 
figuram na fórmula do binômio, ou seja 


()-e7) + (zi) ü<r<n-1) 


n-—1 a-i (m-1)! =! = 
( We ()--E + es 
E, @-1)% 4 0-1) 2 
= -ma-r t e a-a ri 


o ma-i) irta a 
-yigila 
r m- n o a č f 
=t- o-r- es re Ti 
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ii A fórmula do binômio será provada por indução sobre n. 
n=l: 
+y sx+y 
1 
z (5) x'!PyP = xldy0 4 xlyla x +y 
P 
p=0 
Logo, a fórmula vale para n = 1. 
Seja n > 2 e suponhamos: 


aryo E [P7 Or 


p=0 


Multiplicando por x + y a relação anterior: 


ne n-i n=] =: n-t) a-l- + 
arw-F| E ha Py? + S! 3 E pyri 


Ora, se r é um inteiro tal que O < r < n, então no segundo membro 
da relação anterior há dois termos cuja parte literal é x-"y': o pri- 
meiro se obtém para p = r no primeiro somatório, sendo seu coefi- 


E x n=l r 
ciente o número | E ) , € O outro se obtém para p= r — Í no 
i 


segundo somatório, sendo seu coeficiente o número (2 = ) “Logo 


coeficiente de x"-"y* em (x + y)" é: 
T?) A (zi) & (3) 
r r-i È 
Então: 


como ere F (pera (eye 


CAPÍTULO IV 


OS NÚMEROS RACIONAIS 


1. Introdução 


Sempre que a divisão de um inteiro por outro não era exata, Os egípcios 
antigos, já por volta do ano 2000 a.C., usavam frações para exprimir o resul- 
tado. E usavam também frações para Operar com seu sistema de pesos e me- 
didas. 


Contudo, por razões difíceis de explicar, com exceção das frações > e 
—, às vezes, os egípcios usavam apenas frações unitárias, ou seja, frações cujo 
numerador é 1. Por exemplo, no problema 24 do papiro Rhind (cerca de 
1700 a.C.) no qual o escriba pede que se efetue a divisão de 19 por 8, a respos- 
ta é dada, usando a nossa notação, por: 


+ 


~ 
+ 
aj 


RA 
8 


Embora os egípcios não adotassem sempre o mesmo procedimento, 
pode-se mostrar que toda fração entre O e 1 é soma de frações unitárias, o que 
representa uma garantia teórica para essa opção. 

Aliás, o uso das frações unitárias, além de não ficar confinado ao Egito an- 
tigo, se estendeu por vários séculos. Basta dizer que Fibonacci, no seu já citado 
Liber abaci, escrito no século XIII d.C. (cap. II, item 11), não só as usava como 
fornecia tabelas de conversão das frações comuns para unitárias. É que, embo- 
ra uma das finalidades dessa obra fosse divulgar os numerais indo-arábicos e a 
notação decimal posicional, Fibonacci não chegou a perceber a grande vanta- 
gem deste sistema: sua aplicabilidade para exprimir frações. Por exemplo: 
= 0,25. 

Mas convém registrar que os babilônios, 2 000 anos antes de Cristo, 
apesar de algumas ambigiúidades, decorrentes de não contarem com um sím- 
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bolo para o zero e outro para a separatriz, conseguiram estender o princípio 
posicional às frações no seu sistema de base 60. Por exemplo, o numeral 


que, como já vimos no capítulo I, poderia representar o inteiro 1 + 1 - 60 = 61, 
também poderia ser uma representação de 


1 
1+ 


Na verdade o uso da forma decimal para representar frações, tal como em 
4 = 0,25, somente começaria a vingar após a publicação, em 1585, de um 
pequeno texto de Simon Stevin (1548-1620) intitulado De thimde (O décimo). 
Embora a essa altura a forma decimal já não constituísse uma novidade para 
os especialistas, esse trabalho de Stevin alcançou grande popularidade e conse- 
guiu seu intento, que era ensinar a “como efetuar, com facilidade nunca vista, 
todos os cálculos necessários entre os homens, por meio de inteiros sem fra- 
ções”". A notação inicialmente usada por Stevin acabou sendo melhorada com 
o emprego da virgula ou do ponto como separatriz decimal, conforme suges- 
tão de John Napier (1550-1617), feita em 1617. 


2. A divisão em Z 


Sejam a, b EZ, b + 0. Se a é múltiplo de b, então existe um únicoc EZ 
de maneira que a = bc. Este elemento c é chamado quociente de a por b e costu- 
ma ser indicado por: 


a . 
ce cuc=a!b 
b 


A operação que a cada par (a, b), nas condições expostas, associa c = a :béa 
divisão em Z. Portanto a divisão em Z sé está definida em 


(a, b) EZ xZ: b #0 cbla} 


Mas certas questões corriqueiras ao homem há milênios, como a citada 
no item anterior de dividir 19 por 8, embora envolvendo só números intei- 
ros, não poi uma resposta no âmbito de Z. É coerente indicar essa 


resposta por bs, uma vez que se O primeiro número iusse 16 ela se expri- 
miria por 2 = 5. Cumpre então ampliar Z convenientemente de maneira 
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a poder abarcar todos os quocientes — E (a, b €Z, b + 0) que possam surgir 


de questões da mesma natureza da Ez acabamos de lembrar. 

Essa ampliação, tal como no caso de IN para Z, pode ser feita de duas 
maneiras: elementarmente, agregando-se a Z os novos quocientes ¢ definindo 
no conjunto resultante as operações e a relação de ordem convenientes; ou for- 
malmente, construindo a partir de Z um novo conjunto, com os requisitos de- 
sejados, mas de tal modo que uma de suas partes possa ser identificada plena- 
mente com Z. É claro que historicamente o caminho seguido foi o primeiro, 

Optamos por fazer a construção formal do conjunto dos números racio- 
nais (a ampliação pretendida de Z) já no corpo do capítulo porque, além de 
um pouco menos penosa que a de Z, é mais difundida, mesmo em nível ele- 
mentar, e portanto trata-se de algo certamente mais familiar ao leitor. 


3. Números racionais: construção, operação e 
relação de ordem 


Seja Z' = {m EZ |m # 0) e consideremos sobre Z x Z* = ((m, n)Jm EZ, 
n € Z*} a relação ^ definida por 


(m, n) ~ (p, q) se, e somente se, mq = np 


Para “ valem as três propriedades que caracterizam uma relação de 
equivalência, ou seja: 
i (m, n) ^ (m, n), para todo (m, n) E Z x Z* (reflexiva) 
ii (m, n) V (p, q) = (p, q) ™ (m, n) (simétrica) 
iii (m, n) ~ (p, a) e (p, a) ~ (r, 3) = (m, n) (r, s) (transitiva) 
Verifiquemos iii já que i e ii decorrem diretamente da definição de ^~ 
Por hipótese: mq = np e ps = qr. Multiplicando a primeira dessas igualdades 
por s e a segunda por n, resulta: mqs = nps e nps = nqr. Daí, mqs = nqr e 
portanto, cancelando q, o que é possível pois q € Z*, obtém-se ms = 
Donde (m, n) ^ (r, 5). 
Logo a relação ^ determina sobre Z. x Z* uma partição em classes de 
equivalência. Para cada par (m, n) € Z x Z*, a classe de equivalência à qual 


SoA, m 5 
esse elemento pertence será indicada por — . Ou seja: 
n 


B = {(, y) EZx Z" |(x, y) ~ (m, n)} = {(x, y) EZ x Z* Inx = my} 
Por exemplo: 
F =e D EZxz =y) = (0, 2; (1, 2); Q 8); 4) 
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Devido à propriedade reflexiva, é claro que (m, n) € =, para todo 


(m, n) EZ x Z*. Além disso, como 


=, (mat) 


O conjunto quociente de Z x Z* por ^, ou seja, o conjunto de todas as 
classes de equivalência determinada por ^ sobre Z x Z*, será designado por 
Q. Logo: 


q-[2Immezar| 


Assim, cada a EQ, admite infinitas representações -F (m € Z; 
n € 2*). Em cada uma delas m é o numerador e n o denominador. Dois elemen- 
tos a, b € Q sempre admitem representações de denominadores iguais. De 
fato, se a = Eis eb = Š, então 
n s 


pois m(ns) = n(ms) e r(ns) = s(nr). 

Os elementos de Q são chamados números racionais desde que se definam 
adição, multiplicação e relação de ordem, conforme o faremos nos itens se- 
guintes. 


3.1 Adição em Q 


DEFINIÇÃO 1 Sejam a = Ti cb = É elementos de Q. Chama-se 
soma de a com b e indica-se por a + b o elemento de Q definido da seguinte 
maneira: 

ms nr ms + nr 
ns + ns ns 
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Mostremos que a soma a + b independe dos pares ordenados escolhidos 


n m m E e 
para definir a e b. De fato, sea = -F E eb= =» então 


mn’ = am’ ers = sr” 
Multiplicando a primeira dessas igualdades por ss' e a segunda por nn’ e sò- 
mando membro a membro as relações obtidas 
msn’s’ + ras’n’ = nsm’s’ + nsr’n’ 
ou seja 
(ms + rn)n’s’ = ns(m's! + r’n’) 
o que garante 
mstrm m's'trn” 


ns ws 
Portanto a correspondência 


(a,b) — a+b, 


conforme a definição 1, é uma aplicação e, portanto, trata-se de uma operação 
sobre Q , à qual chamamos adição em @ . 
Para a adição em Q valem as seguintes propriedades: 
a, (a +b) +c =a + (b +c), Ya, b, c € Q (associativa) 
az a +b=b + a, VWa, b, € Q (comutativa) 


as Existe elemento neutro: é a classe de equivalência 4 = 4 = ..., que 

indicamos por O apenas. De fato 

-m1+0-n mel m 
noi nei” 


n 


para todo -T= EQ. 


a, Todo a € Q admite simétrico aditivo (oposto) em Q: se a = T então 
-a = , pois: 
mom _ mt(mn 0 q 
nºs an nn 


Usaremos a notação Q* =(a € Q |a # 0). 
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DEFINIÇÃO 2 Se a, b € Q, denomina-se diferença entre a e b, e 
indica-se por a — b, o seguinte elemento de Q: 
a-b=a+(-b) 
Como (~b) € Q, para todo h E Q, então 
(a,b) + a-b 


é uma operação sobre Q, à qual chamamos subtração em Q. 
Tal como ocorre em Z (cap. HI, 3.1), valem em Q as seguintes proprie- 
dades, envolvendo a idéia de oposto e de subtração: 
e -(a +b) = -a —b 
. (a-b)+b=a 
satx=b = x=b-a 
.a+b=a+c = b=e 


Para demonstrá-las, o procedimento pode ser o mesmo usado para Z. 


3.2 Multiplicação em Q 


DEFINIÇÃO 3 Chamamos produto ` de a-Peq por 


b= ŻE Q o elemento 
z 


ab=a:b= a EQ 
o qual, pode-se mostrar (tal como foi feito para a soma em 3.1), não depende 
das particulares representações tomadas para a e b. 
A multiplicação em Q é a operação definida por 
(a, b) — ab 
para quaisquer a, b € Q. 


Valem as seguintes propriedades: 

m, a(bc) = (ab)c, va, b, c E Q (associativa) 
m, ab = ba, Ya, b, € Q (comutativa) 

m; Existe elemento neutro: é a classe 


3 


7 


que indicamos simplesmente por 1. De fato: 


para todo E EQ 


m, Todo a € Q, a # 0, admite simétrico multiplicativo (inverso): se 


a= 


a P 
então m # 0 e daí o E Q e portanto 


m n _ m 
n m ham 


Indicando por a”, como é praxe, o inverso de a, então 


Outro fato importante no que se refere aos inversos é que se a e b são ele- 
mentos não nulos: 


(ab)! = acibr! 
De fato, como 


(ab) @™™D7') = (sa) b)=1 
então efetivamente a"'b”! é o inverso de ab. 
d A multiplicação é distributiva em relação à adição: 
a(b + c) = ab + ac, Ya, b, c E Q 
Nota (sobre a noção de corpo): Suponhamos que sobre um conjunto 
K + estejam definidas uma “adição” e uma “*multiplicação”, a primeira 
(segunda) associando a cada par de elementos a, b € K um único elemento, 


também de K, que se indica por a + b (respectivamente ab ou a - b) chama- 
do soma de a com b (respectivamente, produto de a por b), de modo que: 
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i (a + b) +c = a + (b + c) e (ab)c = a(be), para quaisquer a, b, c EK (va- 
lem as propriedades associativas). 

ii a +b =b + a c ab = ba, para quaisquer a, b € K (valem as propriedades 
comutativas). 

ili Existem elementos u, e E K de modo que a + u =a (va E K)e a - e 
(va € K), ou seja, existem elernentos neutros para ambas as operações. 
Para facilitar a notação é comum fazer u = 0 ee = 1 

iv Para todo a € K existe a’ E K, de modo que a + a’ = 0 (todo a E K ad- 
mite simétrico aditivo a"); e para todo a € K* = K — {0} existe a” EK, 
para o qual se verifica aa” = 1 (a” é o simétrico multiplicativo de a). A 
notação usual para os simétricos é: a’ = —a ea” = a. 

v para quaisquer a, b, c EK 


a(b +c) = ab + ac 
(a multiplicação é distributiva em relação à adição). 


Nessas condições diz-se que sobre K está definida uma estrutura de corpo 
ou, simplesmente, que K é um corpo. Essas designações são tiradas da álge- 
bra. Note-se que todo corpo é um anel comutativo (ver exercício 368). 

Logo, Q é um exemplo de corpo. Outro exemplo já visto neste texto é o 
do conjunto Z.., para m primo, com a adição e a multiplicação módulo m 
(Apêndice III, cap. I). No capítulo V estudaremos o corpo dos números 
reais. 

Convém ainda destacar os seguintes resultados para a multiplicação 


emO: 


calb-cj=ab-ac 


ca-0=0 
e a(-b) = (cab = —(ab) 
e (ca)(-b) = ab 


“Todas essas propriedades podem ser provadas como as respectivas de Z 
(cap. II, 3.2). 
cab=0 > a=00ub=0 


Prova: Supondo a 40, então de ab=0 decorre a-(ab) = 
Como a-'(ab) = (a 'a)b= |-b=b, então b = 0. 


e (ab=acea£0) > b=c 


Prova: ab=ac = ab + [-(ac)]=0 = 
= ab+a(-c)=0 = afb- 0)=0 “S? b-c=0 =b 


c. 


Na verdade, as duas últimas propriedades (lei do anulamento do produ- 
to e lei do cancelamento da multiplicação) são logicamente equivalentes entre 
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si. A demonstração que acabamos de fazer mostra que a última lei citada é 

consegiiência da primeira. Quanto à recíproca, supondo a + 0 cab = 0, como 

0 = a - 0, então ab = a - 0 e, pela hipótese, b = 0. 

* Paratodoa EQ*:ax=b = x=a`'b. 

= Da hipótese segue que a`’ (ax) = a'b. Mas a`' (ax) = (a 'a)x=1-x =x. 
Logo x = a'b. 

«æ Como x =a”'b, então 


ax = a(a`'b) = (aa™)b = 1 -b =b 


DEFINIÇÃO 4 Entendemos por divisão em @ a operação de Q x Q" 
em Q definida por 


(ab) — ab“ 
O elemento ab”' é chamado quociente de a por b e pode ser indicado por a : b. 


Por exemplo, sca= D cbe 3 então: 


3 
casa ED E A De ea ÃO, 
abas + =3 Vi 


Para a divisão em Q vale a seguinte propriedade: se a, b,c € Q e c # 0, 
então: i 


(a +b);c=aic+b:c 


De fato, se c = i (r, s €Z*), então: 


X s 
(@+b):c=(a+b): > =a: Ž +b. z me! Z tb: 


r 
i =aictbic. 


3.3 Somas é produtos de mais de dois 
elementos em Q 


A maneira de estender o conceito de soma e o de produto para n núme- 
ros racionais (n > 2) segue o procedimento de sempre em situações análogas. 
Sea;,a,,...,a, E Q (n > 2), por recorrência definem-se 


atat... +a, = (a, tart... tani) + an € ajap Aa = (aja... a, an 
ou, com os símbolos usuais de somatório e produtório 


z a=(E a)ta e 


izi 
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Se fizermos, para n = Í, 


a=a e fa=a 
i=1 


torna-se mais fácil expressar (e até provar) algumas propriedades envolvendo 
n números racionais (n > 1). Destaquemos a generalização da propriedade 
distributiva da multiplicação em relação à adição (cuja demonstração é análo- 
ga à que foi feita no cap. HI, 4.3, para IN): se a, bs, bz, ...s ba E Q (n > 1) 


então 
DP: sia E (ab) 
isl i=1 


Mas também podemos generalizar propriedades mais específicas de Q. 
Por exemplo, se as, Ar, «+, an E Q*, então 


no yin 
T a) =p a 
izn a] 
ou seja, ““o inverso de um produto de elementos não nulos é o produto dos in- 


versos”. De fato: 


r c 
Vamos supor ( a) =n a (> 
fui, 


r+l 
n=r+i n a 


iml 


Note-se que em (*) usamos a hipótese de indução e que em (**) o fato de o re- 
sultado ser válido para n = 2, o que já havia sido demonstrado em 3.2. 


Exemplo 1: Sejaa E Q,a + 0. Para um inteiro m qualquer, entende- 
se por potência m-ésima de a o elemento a” € Q assim definido: 
Sem > 0, recursivamente por 


” . a, sempre que m 20. 
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Sem < 0, então: 
a" = (ay 
Essa definição implica que, do ão a” 
a plica que, quando m > 0, então a™ = a -a...a(m fa- 


Mostremos que a”. a” man E 
quer m, n EZ. i art para todo aE Q* = Q -{0} e quais- 


Primeiro notemos que mesmo quando n < O vale a" - a = a"*! De fato. 
se n < Ô, então -n = p > O e, portanto: À 


a" a= (a7t)P a = [apela] oa = (al (at a) 
= (ah)! = (ay = (aT yet = ant! ea 3 


Suponhamos um dos ex Esso 
poentes positivo (digam: 
por indução sobre ele. positivo (digamos n > 0) e procedamos 


Suponhamos r > 0e a” - 


n=r+1: 


ya = (aroma a (aim. (a 


Registremas ainda que, por definição, para todo m € IN*: 
o=0 
Propomos como exercício a demonstração das seguintes propriedades: 


e a") =a", va EQ*eYm,nEZ 
e (y'= (a) =a", EQ emEZ. 


3.4 Relação de ordem em Q 


Seja a = EQ. Como 
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pois m(-n) = n(-m), então sempre podemos considerar, para todo a E Q, 
uma representação em que o denominador seja maior que zero (em Z). 
Por exemplo: 


DEFINIÇÃO 5 Sejam a e b elementos de Q e tomemos, para cada 
um deles, uma representação a = = e b= | em que o denominador seja 


estritamente positivo. Nessas condições, diz-se que a é menor que ou igual a b, e 
escreve-se a < b, se ms < nr (obviamente esta última relação é considerada 
em Z). Equivalentemente pode-se dizer que b é maior que ou igual a a é anotar 
b > a. Com as mesmas hipóteses, se ms < nr, diz-se que a é menor que b (nota- 
cão: a < b) ou que b é maior gue a (notação: b > a). 

Por exemplo: 


=2 1 

-3 <q Porque -8<3 
5. + 

>>> 4 
6 > 5 porque 25 > 2: 


Pode-se mostrar que a definição 5 não depende dos pares ordenados 
eventualmente escolhidos para expressar à e b. 


Um elemento a = = EQ onde n >0, se diz positivo se a > 0. Lem- 


brando que 0 = + então: 


220» RS es mz>0 


Quando a > 0, o que equivale (supondo como sempre n > 0) am > 0, a se diz 
estritamente positivo. Sea < 0 (= m < 0 se n > 0), diz-se que a é negativo e se 
a<0(+s m<0sen>0), então o elemento a é chamado estritamente ne- 
gativo. 


Exemplo 2: Sejam a, b E€ Q. Mostremos que se a > b, então existe 
h EQ, h > 0, de maneira que a =b +h. 


De fato, suponhamos a = = eb= + onde s > 0. Como 


r 


> 


s 


então r > t (em Z) e, portanto, existe n € Z, n > 0, de modo que r =t +n 
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Daí 

i t+n t n 

RS E tg 

s s s s 
onde 

h= 250 
s 

pois n >0. 


Mostraremos a seguir que <, conforme definição 5, é uma relação de 
ordem total sobre Q, compatível com a adição ¢ a multiplicação definidas em 
3.1 e 3.2. Para tanto admitiremos que todos os denominadores que intervie- 
rem nos enunciados das propriedades sejam inteiros estritamente positivos. 

m m s 
O, 4 $ p (reflexiva) 
Evidente, pois mn $ nm 
m r rom m r 
O: — < — e< — = — = — (anti-simétri 
ao Te < a Ti m (anti-simétrica) 
Como ms < nr e m < sm (em Z), então ms = nr. Logo: 


r 
z 


met E P mp e 
o, 2<ielgl Del 
sa ts g o a tg (ransitva) 
De fato, como ms < nr e rq < sp, multiplicando a primeira dessas rela- 
ções por q > 0 e a segunda por n > O: 
msq & nrg erqn % spn 


Daf, usando a transitividade de < em Z, 


msq $ spn 
E, uma vez que s > 0, pode-se concluir que 
mq < pn 
Logo: 
mo. P 
n q 
QTciatem 


Evidente, pois em Z: ms € nr ou nr € ms. 


Nota: As propriedades O, a O, garantem que < , conforme definição 5, é 
uma relação de ordem total sobre Q- 
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m P r p P £ 
o Sp e a t Esg +i para todo TEM (< é compatível 


com a adição de Q). 
De fato, como por hipótese ms < nr, então msq? < nrq”, e daí: 


msq’ + pnsq & nrg’ + pasq 


Ou seja: 
(mq + pn)sq < na(ra + ps) 
Donde: 
m, mq+np q mMtp LP 
n q nq sq s q 
o T<çe0< E = 5. R< E. E {< é compatível com a mul- 


tiplicação de Q). 
Por hipótese, ms < nr e p > O (além de n, s, q > 0). Assim pq 2 0 e por- 
tanto 


(ms) (pa) < (nr) (pa) 


(mp) (sq)  (na)(rp) 
onde sq > 0 e ng > 0. Logo: 


Nota: Seja K um corpo e suponhamos que sobre K esteja definida uma 
relação < tal que: ia <a (reflexiva); jiagbeb€a = a = b (antisimé- 
trica); iia <beb<c = a < c(transitiva); iv a 4 bou b < a, para quais- 
quera,bE K;va&g b = a+c% b+c, paratodocE K (< é compatível 
com a adição de Q); via <be0 <c = ac < be (< é compatível com a 
multiplicação de Q). Nessas condições diz-se que K é um corpo ordenado. 

Portanto Q é um exemplo (evidentemente muito importante) de corpo 
ordenado. Porém o exemplo mais importante é o dos números reais — a ser 
focalizado no capítulo V. 

Se K é um corpo ordenado e sea, b E K, escreve-se a< b para indicar 
que a< bea + b. (Esse conceito é coerente com a relação “x é menor que y’? 
conforme definição 5.) Para a relação < num corpo ordenado K , vale a dei da tri- 
colomia: “Para quaisquer x, y E K, ou x = y ou x< y ou y< x, exclusivamen- 
te”. De fato a propriedade iv impõe que x < y ou y < x; assim, se x É y, 
então x < y ou y < x. Não se pode ter simultaneamente x < y e y < x pois isto 
equivale a (x < y ex # y) e (y < x e y + x), do que segue x = y e x + y. 
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Outras propriedades: 


As propriedades enunciadas a seguir, envolvendo as relações <, > e < 
sobre QD, independem todas de m,, razão pela qual podem ser demonstradas 
tal como as correspondentes de Z. 

Se, a, b, c, d, a;, b; indicam elementos genéricos de Q, então: 
ea<b es 0Gb-a +» bg -a 
ca<b = 0<b~a «o “b<-a 
sa<bec<d > ate<xb+d 


cacbti=1,2,...,n) z a< 5 b; 


izi ia 


Se a; b; (i = 1, 2, ..., n) e, para algum r, 1 & r < n, a, <b, então 
n n 

2a<5 h 

feri mi 

Regras de sinais: ia>0cb>0 = ab>0,ita<0eb<0 = ab >0 

iiia<0cb>0 = ab<0 

a? > 0; a? > 0 sempre que a + O 

a<bec>0 > ac<be 

a<bec<0 =» a >be 

ac<bcec>0 > a<b 

n a 

24>063 a= + a=0(i=1,2,...,n) 


is imi 


e.. > 


PROPOSIÇÃO 1 Para quaisquer a, b € Q: 
i(a>0 = a!>0e(a<0 = a< 0) 
ii (0<a<1 > I<aletica = 0<a™<1) 
ii0O<a<b = O<b'ica! 
iva<b<0 = bi<cai<o 
Demonstração: 
i Como a™' £ 0, poisa”'-a=1,então(a')' > 0. Desta relação e da hipó- 
tese 0 < a decorre: 
0. (a? <a- a7} 
Ou seja: O < a”!. Fica como exercício a demonstração da segunda parte. 
ii Como a”! >0, em virtude de i, então multiplicando os termos de 
0 < a < 1 (hipótese) por a: 
O-a!<Za catia! 
o que implica 0 < 1 < a™'.'A demonstração da segunda parte é análoga. 
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iii Como a” > 0eb”! > 0 em virtude da primeira parte, então a" - b™' > 0. 
Multiplicando os termos de 0 < a < b (hipótese) por a”! - b: 


Oq! b7) <a (a + b7) <b (a7 + b5) 


Donde: 0 < b`! < a”, 
iv Fica como exercício. B 


3.5 Imersão de Z em Q (os inteiros como 
particulares números racionais) 


Consideremos o número 2 E Z e o elemento 
8 
q =E 1) C2, 1 (4, D; (4-2); e} 


por exemplo. É de se esperar, tendo em vista o objetivo da construção de Q, 
que tais elementos possam ser identificados. Mas o que justificaria essa identi- 
ficação se se trata de coisas que num primeiro exame se mostram muito dife- 
rentes? 

Sejaf: Z > Q definida por: 


fm) = > vm EZ 


Para essa aplicação vale o seguinte: 


e. f(m) = f(n) = EaD => m= ne, portanto, f é injetora. 


EET 
* Para quaisquer m, n € Z: 


f(m+n)= po = T+ = tm) + f) 
e Para quaisquer m, n € Z 
mm m n 
fto)- ED OO) 


e Se m < n, então: 


f(m) = $ < -= f0) 
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Essas propriedades de f significam que a imagem de Z. por f, ou seja 
Im(f) [rm ez] 


pode ser vista como uma cópia de Z. Devido a esse fato cada inteiro m se con- 
funde com sua imagem 2 [ou seja, m = z) e portanto Z passa a ser iden- 
tificado com Im(f). Como Im(f) C Q, então Z C Q. Levando em conta que 
INC Z, pode-se concluir que INC ZC Q. A função f é chamada função imer- 
são de Z em Q. 

Isso posto, se m, n € Z, n Æ 0, então: 


mins = 
“oo 


22 ADE eh o A 
“oa =, 2 


« è m i 
Por outro lado, dado o número racional + então: 


E LR mangi 
= =qiqemin 


Por isso chamamos cada representação a (m, n € Z; n # 0) de um número 


racional dado de fração ordinária de numerador m e denominador n. Se 
mdc (m, n) = 1, a fração se diz irredutível. 
Ademais, se m é múltiplo de n, digamos m = nr (r € Z), então: 


Ou seja, a divisão de um inteiro m por um inteiro n # O não só é sempre possi- 
vel em Q como, quando m é múltiplo de n, o resultado coincide com o que se 
teria em Z. 

O conjunto Q, construído da maneira como o fizemos, com a adição, a 
multiplicação e a relação de ordem que definimos, é o conjunto dos números racio- 
nais e seus elementos, os números racionais, como já havíamos antecipado ao iní- 
cio deste parágrafo. 


PROPOSIÇÃO 2 Para quaisquer a, b EQ, se a < b, então existe 
c € Q para o qual vale a < c < b, 


Demonstração: A hipótese a, b € Q, a < b, implica que a +a < a +b 
ea+b<b+b.Logoa+a<a+b<b +b. Mas 
ataslia+tca=(l+ las 2a 
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e, analogamente, b + b = 2b. Logo: 
2a<a+b<2b 


Multiplicando os termos dessa desigualdade por 4 
L gajc t (a+b)< ia) 
q05)<3 2 
Como 


Agali ) ig 
5 (=| 2Jja=1l'a=a 


e, da mesma forma 


1 
z (b)=b 
então: 
1 
a< ata +b)<b 
Como 
1 
c=7(a+bD EO 
o teorema está demonstrado. È 


COROLÁRIO: O conjunto dos elementos estritamente positivos de 
Q não tem mínimo. 
De fato, se 0 < a, então 


o<Laca = 
2 
Nota: Um corpo K se diz denso quando, para quaisquer a, DE K, a< b 
(o que significa a < bea + b), existe c € K de modo que 0< c< b. A propo- 
sição 2 mostra exatamente que o corpo ordenado Q dos números racionais é 
denso. 


PROPOSIÇÃO 3 Se a e b são números racionais e se b > 0, então 
existe n E IN" de maneira que nb > a. 
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Demonstração: Podemos supor 


r 


asdeboL 
s s 


onde s > 0 e t > 0 (pelo fato de b > 0). Como já vimos no capítulo III, 6.2, 
existe n E IN* de modo que nt >r. Daí segue que nts > sr. Logo: 


Assim: 


Ou seja: nb > a. 


Lo) 
Nota: Um corpo ordenado K se diz arquimediono se, para quaisquer 
a,bE K, b> 0, existe n E IN" de maneira que 


nb=b+b+... +b>a(= a<nb) 


onde o número de parcelas iguais a b é evidentemente n. Assim, a proposi- 
ção 3 nos assegura que o corpo ordenado Q dos números racionais é arquime- 
diano. 


EXERCÍCIOS 


Nos exercícios deste capítulo usaremos as expressões “números racio- 
nais” e “frações ordinárias” com o mesmo significado. 


365. Mostre que: 


1515 15 131 313 13 2323 _ 23 


a) 533 733 b 539999 = 39 9 3399 = 35 
Resolução de a): 


1515 15- 100 +15 _ 15-(100+1) _ 15 


3333 7 33-100+33  33-(100+1) 33 
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RE 1 x 
366. Ache uma fração ordinária igual a ol cuja soma do numerador com 


o denominador seja 48. 


+ 367. Ache uma fração ordinária iguala Ti de modo que a diferença entre 


seu denominador e seu numerador seja 184. 


868. Ache duas frações ordinárias de denominadores 5 e 7 cuja soma é igual 


369. Ache duas frações ordinárias de denominadores 3 e 11 cuja diferença 


f 6 
seja igual a 3". 
Resolução: Sejam $ e E as frações procuradas. Então: 


Daí: 11x — 3y = 6. Uma solução particular dessa equação diofantina é 
(-6, —24). Logo, uma resposta ao problema é dada pelas frações 


2 Gomo (-6 - 3t, -24 — 111), t EZ, € a solução 


=-2e 


3 
geral da equação diofantina obtida, então todo par de frações 


-6-3t —24— lit 
e CS COR (EZ) 


constitui uma solução do exercício. 


370. Existem duas frações ordinárias de denominadores 7 e 11, com numera- 


dores positivos, cuja soma seja E ? Justifique a resposta. 
371. Sejam JE é É frações ordinárias irredutíveis. Mostre que: 
m r 
DL -m=+ren=+s 
aos 
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372. Seja Æ> uma fração ordinária irredutível. Se r € Z, prove que 


m m+m 
a n 


também é irredutível. 


373. Determine r € Z de maneira que as seguintes frações ordinárias repre- 
sentem números inteiros: 


10r 33r 
3) i bD gi 


o lor 5 
Sugestão para a): z- = it 7-1 


374. Sen E Z, mostre que são irredutíveis as frações: 


n-l 2n+1 
a, n#z2 ORE - 
) = EO 4 ) c) 2n (n + 1) (n+0,-1) 
375. Se TE = => mostre que 


para quaisquer u, v € Z, ambos não nulos. 
z r 
376. Sejam Tc Ea frações irredutíveis. Mostre que 


m + ms 
m 


“in 


m 
+— = 
n 


é irredutível se, e somente se, mdc (s, n) = 


Resolução: 

=> Vamos supor mdc (s, n) > 1 e seja p um divisor primo comum a s 
e a n, Mas então p|(sn) e pl(rn + ms), o que contraria a hipótese. 
bai Se a soma não fosse irredutível, então sn e (rn + ms) seriam divisi- 
veis por um conveniente primo p. De p|(sn), resulta que pls ou pln. 
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Admitamos que p|s, como p|(rn + ms), então p|(rn); como pfr pois 
mdc (s, r) = 1, então pfn. Absurdo, já que, por hipótese, mde (s, n) = 1. 
A hipótese p|n leva igualmente a um absurdo. 


Pts? 


377. Sejam r e s inteiros não nulos. Mostre que a fração ordinária 
representa um número intciro se, e somente se, r = +8. 


mwaa mt não podem repre- 


sentar números inteiros para o mesmo valor de n € Z. 


378. Mostre que as frações ordinárias —— 


379. Determine dois inteiros r € s, primos entre si, tais que: 


r-s 013 
rs! 127 


Sugestão: Exercício 371. 
A PRE: a nto. é 
380. Seja n um inteiro. Mostre que a fração ETEN é irredutível se, e so- 
mente se, n é ímpar. 


Sugestão: Se n? — 1 = r c 3n + 1 = s, mostre que $° — 2s — 9r = 8. 


381, Determine todas as frações ordinárias — tais que 5 


382. Sejam - e = frações ordinárias tais quem — ms = 1. 


a) Mostre que ambas as frações são irredutíveis. 
kr+m 


BET também é irredutível. 


b) Sek EZ eks +n + 0, mostre que 


383. Seja n>1 um inteiro. Prove que —, onde r= 15n" + 8n+6 e 
s = 30n? + 2in + 13, é irredutível. 


Resolução: Notemos que s = 30n? + 21n + 13 = 2(15n° + 8a +6)+ 
4+ (5n + 1)= 2r + (5n + i), ou seja, s— 2r= 5n + 1; ademais, 
r= 15n? + 8n + 6 = (5n + 1) (3n + 1) + 5. Assim, se d|r e d |s, então 
di(s— 2r), ou seja dH{5n + 1); mas então d]5, visto que 5 = r — (5n + t) 
(n + 1), e disso resulta que d|5n; donde d] 1, pois (5n + 1) ~ 5n = 1. 
Assim d = +1 e mdc (r, s) = 1. 
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384. Prove por indução que: 


i 1 n 
tiar nei 02D 


385. Mostre que as seguintes somas não são números inteiros: 


1 t 
a) S= y + preta) 
1 1 1 
has is opte rT A 


Resolução dc a): Seja r o maior inteiro positivo tal que 2º « n e seja k 
o produto dos fmpares < n. Então o produto 2º! - k - S, é uma soma de 
n = 1 parcelas, todas números inteiros, exceto 24. k- -5+ = E. Ora, 


pit P k E 
se S, fosse inteiro, o mesmo aconteceria com zwe é a diferença entre 


S, e a soma de n — 2 parcelas inteiras. Como n éz, então $, gz. 


386. J. J. Sylvester (1814-1897) propôs o seguinte método para escrever um 
número racional a, 0 <a < 1, como soma de frações unitárias (ver 
Introdução): i achar a maior fração unitária que seja menor que a fração 
dada; ii subtrair essa fração unitária da fração dada; iii achar a maior 
fração unitária menor que a diferença obtida em ii; iv subtrair desta di- 
ferença, a fração unitária obtida em iii; v continuar o processo até que 
uma das diferenças seja fração unitária. 

13 7 


; E 4 9 
A RS Rr bs 
plique esse processo às seguintes frações: 20° 15º DE * 59 


Resolução: i < a = 20 < 13a. Logo a = 2 é o menor natural para 
, E a EE DE] 

lad derd ga i 

© qual a desigualdade se verifica. = < gg ~ y = yg = 20< 3a; 

a escolha neste caso deve ser a = 7. Como E -+- To é unitária, 


então 
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387. a) Considere o polinômio unitário f(x) = ag + ax +... ta! +x" 
(do, ai, -.., an-ı EZ). Se a fração ordinária irredutível u = + é 


raiz de f(x), isto é, f(u) = 0, prove que s = + 1 e que rla, (ou seja, u 
é um divisor inteiro de ap). 
b) Determine as raízes racionais de f(x) = xº — 2x* + 3x) + 7x — 9 
388, Mostre que os seguintes polinômios não admitem raízes racionais: 
a) f(x)= x°- 2 b) g&)= x-2 c) h) sx +x +1 
389. Seja K um corpo. Uma aplicação bijetora f: K — K se diz um automor- 
fismo de K se: f(x + y) = x) + Ry) e fixy) = f(x) fly), para todo par de 


elementos x, y€ K. Mostre, através das etapas seguintes, que o único 
automorfismo f de Q é a aplicação idêntica: i f(1) = 1; iif(-a)= —f(a), 


va € Q; ii tm) =m, m EZ; iw tL -i wemnsv($)- 
=E, vm nEZn#0. 


Resolução: ii Como f(0) = f(0 + 0) = 1(0) + f(0), então, pela lei do 
cancelamento da adição, f(0) =0. Assim, va € Q: f(-a) + f(a) = 


= (Ca) + a) = f(O) = 0; então (ca) = Fo) iv 1 = 101) =f (2) = 
E eai) -e4 TET 3) -s(5) + (a) EIS 
efi) -afi E dá) =L., v Admitindo n >0, o que sem- 


pre € possível, £ (2) esfm- 4) =sme(4) -ml E, 


: ideas 
390. a) Ache duas frações ordinárias positivas, respectivamente iguais a -y 


e £ de maneira que a soma de seus termos (numerador e denomi- 


nador) coincida e seja a menor possível. 
b) Idem para as frações 4, 4 e +. 
Resolução de a): As frações procuradas são do tipo T c Ea onde 
x, y €Z*. Devemos impor que x + 2x = 4y + 5y = s, de onde re- 


sulta x = F ey= F Como s deve ser a menor possível, então 

s = mme (3,9) = 27 (pois x e y são inteiros). Daí x = 9 e y = 3. A res- 
é então: Lcd 

posta é, então: Fg €15" 
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391. Seja = um número racional positivo não nulo. Prove que: 
r EJ 
$ti? 
Em que condições ocorre a igualdade? 


392. a) Seja a um número racional tal que 0 < a < 1. Mostre que existe 
r € IN* para o qual 


1 
T+T ta 
4. 


b) Ache r, conforme parte a), nos seguintes casos: a = z ca= 0 


393. Sen > 1 é um inteiro, prove que: 


EE o a içÃ 
nti ntz tecto > 


394. Sejama = Teb= Z números racionais, a < b. Se p, q E IN*, prove 


que: 


mp + rq 
DET <b 


4. Valor absoluto (ou Módulo) 


DEFINIÇÃO 6 Damos o nome de valor absoluto de um elemento 


a € Q ao próprio a se a > 0 e ao oposto de a, se a < 0. O valor absoluto de aé 
indicado por fa]. Assim: 


lal = a, se a > 0 e |a| = —a, se a < 0 
Obviamente, então, |a| > O para todo a € Q. Por exemplo: 
[+ -[-1]=+ 2|. 2 
21" 2/5 2 [5/73 
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PROPOSIÇÃO 4 Para quaisquer a, b € Q valem as seguintes re- 
lações: 
i-lal«aé]a] 
ii |a +b] < Ja] + [b] 
ii fa] ~ [b] < Ja- b} < ja +b] 
iv lab] = lallb] 
v Seb #0, então |b"!| = |b|7' e |ab| = Jaljb]- 
Demonstração: As propriedades de i a iv podem ser provadas da 
mesma maneira que suas similares em Z (cap. III, 5), Quanto a v, observe- 
mos que: 


bb =i = |bbi)=|bllb4=[il=1 
de onde decorre que [b”!| é o inverso de |b] e portanto |b-'] = jb]™. Por 
último 
lab! = ļa]lb™] = lallb]- n 


5. A função maior inteiro (sobre Q) 


DEFINIÇÃO 7 Seja a um número racional. Denotamos por [a] o 
maior inteiro que não ultrapassa a. Ou seja: 
[a] = max {m €Z|m x a) 
A função de Q em Z definida porx — [x] chama-se função maior inteiro (so- 
bre Q). 


Por exemplo: 


bi-ofi)-af-t]-o 


PROPOSIÇÃO 5 Se a e b são números racionais quaisquer, então: 
i [a] < a< [a] + 1 (ogo 0 <a - [a] < 1) 
iiagb = [a] < [b] (a função maior inteiro é crescente) 
iii [a +m] = [a] + m, para todo m € Z 
iv [a] + [b] < [a + b] < [a] + [b] + 1 


Demonstração: 
i É uma decorrência imediata da definição 7. 
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ii Suponhamos [b] < [a], para um certo par a, b € Q, a < b. Sendo [b] e 
[a] inteiros, então [b] + 1 < [a]. Mas b < [b] + 1 (devido a i) e portanto 
b < [a]. Como [a] < a, então b < a, o que é absurdo. 

iii Sea = a — [a], então 0 < a, <1ea=[a]+a, Daí 


[a +m) = f[a] +m + a,] = [a] + m 


uma vez que [a] +m EZ. 

iv Façamos a, = a— [a], b, =b- [b] e d= a+b- [a+b]. Então 
0 <an, b, d<1, a= [a] +a, b= fb] +b, e a+b= [a+b] + d. 
Daí: 


a+b = [a] + [b] + (a, +b,), 0ga, +b,<2 
Como [a] + [b] € Z pode-se aplicar iii à última igualdade, obtendo-se 
[a +b] = [a] + [b] + [a; + b,] 
e como |a, + b, } = 0 ou [a; + b;] = 1, então: 
[a +b] < [a] + [b] + 1 0) 


Por outro lado, levando em conta que 0 «a,+b;«2, então 
la + b,] > 0. Donde 


[a] + [b] < la] + [b] + fa, + bi] = [a +b] ey 
As conclusões (*) e (**) garantem a validade de iv. a 


PROPOSIÇÃO 6 Sejam m en inteiros, n > 0. Se q é o quociente da 


divisão euclidiana de m por n, então q = [e] Š 


Demonstração: Vamos supor m = ng + r (0 < r < n). Então 


m o gtr rI r 


n n n 


Como 0< r< n, então 


e portanto: 


ele 


Levando em conta iii da proposição anterior: 
m r r 
fg -he earla x 


Exemplo 3: Mostremos que o expoente com que um número primo 
p > O aparece como fator de n!, para todo n > 1, é: 


É claro que se p > n, então p não é fator primo de n (logo de nenhum 
dos fatores de n!) e portanto se pode dizer que o expoente de p em n! é zero. 
Como, neste caso, n < p'(r > 1), então também 


Se p < n, como o quociente da divisão de n por p é E] (proposição 6), 
então p é divisor dos seguintes fatores de n!: p, 2P, ..., Eb (e apenas 


destes), visto que El p é o último múltiplo de p que não supera n. Assim, 


p é divisor de B fatores de n!. Uma argumentação análoga mostra que, 


desses El fatores, aqueles que são múltiplos de p° totalizam [e] . E assim 


por diante. Logo, o expoente de p em n! é, efetivamente, a soma dada no 
enunciado, 


Por exemplo, o expoente de 3 em 20! é 


le -eae 
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6. Números racionais decimais 


DEFINIÇÃO 8 Todo número racional que puder ser escrito sob a 
forma 


RELER 
10º 


onde r €Z € n € IN, chama-se número racional decima! , 
Por exemplo: 


PROPOSIÇÃO 7 Um elemento a € Q é um número racional deci- 


mal se, e somente se, existem r EZ ca, f € IN, de maneira que 


PRE tita 
e. 57 


*= Vamos supor a conforme o enunciado. Então, admitindo-se por exemplo 
azp: 


PURE se resto str 
2. Test Cao 


e portanto a é um número racional decimal 
= Se a é racional decimal, então existem r EZ e n E IN* de modo que 


r r 


as ge Fars 


O que encerra a demonstração. = 


6.1 A representação decimal 


Consideremos, a título de ilustração para as considerações que faremos 
neste item, O seguinte número racional decimal: 


12345 
1000 
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Mais um detalhe: se a é inteiro (e todo inteiro é um racional decimal), 
então a representação decimal de a é o próprio a. De fato, neste caso podemos 
supor r = Q e então a, ==... = a, = 0, 

Apesar da grande vantagem prática da representação decimal sobre a 
fracionária, sua adoção foi um processo historicamente demorado. Um dos 

* motivos dessa demora foi, com certeza, a dificuldade de estender essa repre- 
sentação adequadamente aos números racionais não decimais. Este assunto 
será focalizado no capítulo V (8). 


Exemplo 4: O papel desempenhado pelos números racionais decimais 
em nosso sistema de numeração é ocupado, num sistema posicional qualquer 
de base b > 1, pelas frações: 


= E (0.120) 


Consideremos por exemplo b = 2. Se a representação binária de n é 


n = (b; bz... b,a; az... arh = 
atant? +.. ta tb, 2+.. tb 2 


então 
as Lo Momta is. tanta 
ge 7 a 
É à, dg 2 
mig tgrt + 
onde 


m=b, +b, 2+... +b- #7? = (b, bz... bo 
além de, obviamente, O « a;, bj < 2. A representação binária de a é: 
a=(maa ad 

Por exemplo, se n = 27, então n = (11011),. Se considerarmos 

então r = 3 e portanto a; = 1, a; = 1, a; = 0, b, = 1 e b, = 1. Donde 
a = (m, 011), 

onde m = (11) = 3. 
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EXERCÍCIOS 


395. Determine: 


3077 1 

a) E o [m - + Jondem Ezé <o 
3075 m+1 

b) | a] D a mto 


396. Mostre que [a] + [~a] = 0 ou —1, conforme a seja inteiro ou não. 
Sugestão: Sea- [a] = a;, então 0< a,< le-a=-[a]-1+(1-a). 


397. Sc a c b são números racionais positivos, mostre que [a)[b] < [ab]. 


op 


398. Mostre que: 


para todo inteiro n > 0. 


Resolução: Seja +=[5] E Bi Então a= n E +kn, onde 
n| [= a 
0< kn <n (pois 0 < k < 1 e n > 0). Logo (proposição 5, iii): [a] = 


i 5 + [kn], o que implica la] = [2] + tea . Usando mais uma 


vez a parte iii da proposição citada, considerando que 0 < end EH 


[s-h] 
399. Mostre que: [a) + [b] + [a +b} < [2a} + [2b] 


Sugestão: Considere a = [a] +a,, 0 <a, <1, e b= [b] +b,, 
0 <b, < 1. Examine os casos em que nenhum, um ou ambos os núme- 


E, E ETRE 1 
ros a € b, são maiores ou iguais a T 


400. Sejam a e b E IN, ambos maiores que 1. Prove que: 


Ep peip [sn 
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401. 


402. 


403. 


404. 
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Resolução (para o caso 1 < a < b): Na seqüência de numeradores a, 
a+ l, ..., a+b- t aparece b pois a <b e b<a +b- 1 (já que 
1< a). Do colchete correspondente ao numerador b em diante, todos são 


b- b 
iguais a 1. Por exemplo, o primeiro deles é E + S = [2] =1 


i 


e o último ja bet]. [e a] , pois a- 1< pb. 


b b b b 
Como o número destes colchetes iguais a 1 é a, e todos os anteriores são 
nulos, então a soma efetivamente é igual a a. 


Mostre que 1000! termina em 249 zeros. 
Sugestão: Exemplo 3. 


Determine quais dos seguintes números são racionais decimais e ponha 
cada um destes na representação decimal. 

1 7 1 =13 
a) 356 b) 2880 9 435 dD Toa 


Determine as frações ordinárias cuja representação decimal é a seguinte: 
a) 12,0178 c) 0,01075 
b) -6,0001 d) -0,14005 


a) Ache o menor número decimal positivo pelo qual se devem multipli- 


car as frações E > a fim de obter produtos inteiros. 


b) Ache o menor número decimal positivo que, dividido pelas frações 


4 5 sa 
75 € 15° fornece quocientes Inira: 


E r 
10" 16 qts! 


ro. r 
“o ques. 5T 


devem ser inteiros. O menor valor de r para que isso aconteça é 
mme (2A. Get, 2 ge) = gos. =, Assim 


405. 


406. 


407. 


408. 


409. 


410. 


411. 


Escreva em ordem crescente os seguintes números decimais: 
a = 0,245132 c = 0,245232 
b = 0,245213 d = 0,245123. 


Sejam x = 0, ajaz... ayapa A ey = Ô, ajaga, bp ibg- b, 
números racionais decimais. Se 4,.,> b,,ı, prove que x> y. 


2n+t A 
a) Mostre que nara É irredutível, para todo n EZ, n $0,n*-—1. 
b) Determine n a fim de que essa fração represente um número racional 
decimal. 


Resolução de b): Devemos impor que n{n + 1) = 2° - 5° (a, 6 > 0). 
Como mdc (n, n+ 1) = 1, então há duas possibilidades: (n = 2° e 
n+1=5)ou(n=5en+1=2º). Examinemos a primeira. De 
5P=2"+1 segue que 2°= 5°- i ={5- 5f +... +5 +1) 
= 4: (5+... + 5+ 1). É claro que a= 2 e f = 1 fornecem uma 
solução para o problema: neste caso n = 4. Vamos supor que pudesse 
haver uma solução para a > 2. Então 2º? = 1 + 5+... +5%', o que 
obriga f a ser par; daí 


1454+54... +54 5 = 
=(14+5)+ 51 +5) +... + 5%? + 5) 


e como 3 divide esta soma, teria também que dividir 2°~*, o que não é 
possível. Donde n = 4 é a única solução. 


Dê a representação binária e a representação 6-nária (base 6) da fração 
15 
o 


Se (3,41), é a representação na base 8 de um certo número racional, 
determine sua representação decimal e sua representação binária. 


Qual dos seguintes números racionais é o maior? 


= 3, 3,8, E 
a=t+ +24 + 


7 
ada Sig dl 
b=4+D+ tos + gr 


Ache x, y € IN* de maneira que T - + =0,3e a soma x + y seja 


a maior possível. E para que x + y seja a menor possível, como devem 
ser x, y E IN"? 
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412. O sistema de numeração babilônico de base 60 deixou vestígios que se 
traduzem na medida de ângulos e do tempo. Isso posto: 
a) Passe 7h 15 min 9 seg para o sistema decimal. 
b) Passe 17º 12’ 18” para o sistema decimal. 
c) Se um “'relógio decimal” marca 12,15 horas, expresse essa marcação 
em horas, minutos e segundos. 


Resolução de b): 


12 ig 
01718” = SE pot 
17°17 18” = 17 + + 


então a resposta é 17,205 graus. 


413. Justifique as seguintes regras: 

a) (m, a,ã,...2,) - (0,00... 01) = 0,00... O m aça...à,, onde o núme- 
ro de zeros no segundo membro é igual ao número de zeros do se: 
gundo fator do primeiro membro. 

b) Se s > r, então 10" - (m, a; a, ... a) = Mação... Ap, Arpi Brg i Ber 

c) Se s = r, então 10": (m, a, az... a) = ma; az... a,- 

d) Se s < r, então 10°- (m, aa... à) = ma; a; ... a, 0... 0, onde o 
número de zeros é r — s. 


414. Os três problemas a seguir envolvem a idéia de porcentagem. Lembre- 

mos que 1% = 0,01. 

a) (Fuvest-88) Aumentando-se os lados a e b de um retângulo de 15 he 
20%, respectivamente, a área do retângulo é aumentada de: 

i) 35% iii) 3,5% v) 38% 
ii) 30% iv) 3,8% 

b) (Fuvest-84) Em uma prova de 25 questões, cada resposta certa vale 
0,4 e cada resposta errada — 0,1. Um aluno resolveu todas as ques- 
tões e teve nota 0,5. Qual a porcentagem de acertos desse aluno? 

ìi) 5% iii) 20% v) 5% 
ii) 24% iv) 16% 

c) Numa prova de fundo um corredor percorre os primeiros 60% do 
percurso à velocidade de 20 km/h e o restante a 18 km/h. Se o tempo 
total gasto por ele foi de duas horas, qual o comprimento do percurso? 
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CAPÍTULO V 


OS NÚMEROS REAIS 


1. Medida de um segmento de reta: 
primeira abordagem 


Consideremos dois segmentos de reta AB e CD. Suponhamos que em 
CD seja possível determinar n pontos {n > 1) A,, Ao, ..., An, Onde A, = D, 
de maneira que CA,, A,Ão, ..., Ars, = An: D sejam todos congruentes a 
AB. Dizemos então que CD é múltiplo de AB ou que AB é submúltiplo de CD e 
escrevemos: 


CD=n-AB 
ou 
(Figura 1) . aB=l.e 
A B at 
é À A Na Dea, 


Em particular, um segmento de reta é sempre múltiplo ( também sub- 
múltiplo) dele mesmo. Neste caso n = 1. 


Por definição 0 - AB é o segmento de reta nulo, para quaisquer pontos 
AeB. 


O conceito de soma de segmentos permite concluir que 
r- AB+s- AB= (r +s) + AB 


para quaisquer r, s € IN e para todo segmento de reta AB (figura 2). 
(Figura 2) 


A 
€ 


D E 


Nesta figura CD + DE = CE, onde 
CD=5. AB, DE=3.AB e 
CE=8. AB 
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Lembremos o axioma de Arquimedes da geometria euclidiana, Dados 
os segmentos de reta AB e CD, existe n € IN? de maneira que 
n: AB>CD( =} -< CD < AB) 


Isso'significa que é possível determinar sobre a reta CD um ponto E tal que D 
está entre © e E e CE = n - AB (figura 3). 


+—s (Figura 3) 
ċ A Ao Am DA E 


Dois segmentos de reta AB e CD se dizem comensuráveis se é possível en- 
contrar um segmento de reta não nulo OU de maneira que 
AB=m - OU 
cD=n-OU 


para convenientes m, n € IN. Ou seja, ambos devem ser múltiplos de um 
mesmo segmento OU. Na figura 4, AB e CD são comensuráveis. 


— i k 
o U (Figura 4) (AB — 3 - OU) 
à 2 (CD = 5 -OU) 
E . 
é D 


Começaremos a focalizar agora a noção de medida de um segmento de 
reta AB. Para tanto é preciso antes fixar um segmento de reta u, tomado como 
unidade de comprimento. A idéia é procurar saber “quantas vezes” AB 
“contém” u. 

Vejamos inicialmente como isso se faz quando AB e u são comensurá- 
veis. Neste caso (fig. 5): 


u=r-OU 
AB=s- OU 
para algum OU e para convenientes r, s € IN. Então 
OU = es u 
T 
e portanto 
AB-s: ( As a) 
$ 
o que representamos por: 
AB=> u 
r 


é s 
Por isso se diz neste casu que a medida de AB é — e escreve-se 
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(lê-se: medida de AB igual a =). Naturalmente, na última igualdade está su- 
bentendida a umidade de comprimento. Observe-se que se u = AB, então 
AB=1. 


PE (Figura 5) ibe sy 
[6] U 3 


E O | 


ã i 5 
Outra observação que convém fazer é que, dado um segmento de reta u 
e dados r, s E IN*, sempre há segmentos de reta cuja medida (tomando u 


como unidade de comprimento) é +. 
T 


Examinaremos apenas o caso s > r. Façamos u = AB (figura 6) e tome- 
mos À;, Ay, ..., Ar, Arsis «.., À, na semi-reta AB de maneira que A, = B € 
AA,, A Az, cus Ari An Å Arr -3 A,A, sejam congruentes entre si — o 
que sempre é possível no âmbito da geometria euclidiana. 


ATN AaB Ares k 
A 
(Figura 6) 
Como 
1 
AA = —- AB 
r 
e 
AA =S" AA, 
então 


ass (E aB)= 2 aB 
T T 


e considerando que AB = u: 


s 
T 


Nem sempre porém, escolhida a unidade de comprimento u, o segmento 
de reta que se quer “medir” e o segmento u são comensuráveis. É o que ocor- 
re quando u é o lado de um quadrado c AB sua diagonal. 


De fato, suponhamos, por absurdo, que diagonal e lado fossem comen- 
suráveis (figura 7). Levando em conta as suposições feitas, cada lado tem me- 


dida 1 e a diagonal tem medida + (s, r€ IN*). Podemos supor mdc(r, s) = 1. 
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(Figura?) g 


Pelo teorema de Pitágoras 
2? 
E) =1+1?=2 
T 


e daf; 
si=2r! 

Logo s é par (pois s? é par). Assim s = 2t (t E IN*) e portanto: 
4? = 2r 

Daí 
W= rê 


e então r também é par. Absurdo, já que s e r são primos entre si. 

Dois segmentos de reta não comensuráveis se dizem incomensuráveis. 
Coube à escola pitagórica, através do exemplo anterior, o mérito notável da 
descoberta de segmentos incomensuráveis. Mas isso, ao que parece, não foi 
motivo de júbilo para seus membros. Como acreditavam que Os números na- 
turais e as razões entre eles eram a essência última das coisas, viram com pesar 
a própria matemática não se ajustar à sua filosofia. 

Não demorou muito e o matemático Eudóxio (408?-355? a.C.), também 
grego, discípulo de Platão, conseguiu elaborar uma teoria das proporções, vá- 
lida para grandezas em geral, mediante a qual era possível superar com acerto 
o obstáculo da incomensurabilidade, usando apenas números naturais. Mas 
essa teoria, apesar de brilhante, era essencialmente geométrica e não levava, 
como seria desejável, à criação de novos números para expressar a razão entre 
grandezas incomensuráveis. Pois, como mostra o exemplo da diagonal e do la- 
do de um quadrado, o corpo ordenado Q não é suficiente para tanto. 

Nos parágrafos seguintes construiremos o corpo ordenado dos números 
reais, uma extensão de Q onte sempre é possível expressar a razão entre duas 
grandezas quaisquer de mesma espécie. E em 4.1 daremos a definição de me- 
dida no caso de o segmento de reta e a unidade de comprimento serem inco- 
mensuráveis. 

Até lá falaremos de “aproximações racionais da medida" para este últi- 
mo caso. Vamos supor AB e u incomensuráveis. Para todor > 1, o axioma de 
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Assu L h is 1 
rquimedes garante que existem múltiplos de -y ` U que superam AB. Se 


s+1 


T * u é o menor deles, então: 


s s+1 
—-u AB ' 
r < < r ig AM neu 
Hiec 
u AN =i. u, 
f k . mes 
(Figura 8) MSN 


Isso significa que em AB há um ponto interno M tal que AM = È - u e que 
7 


na semi-reta AB há um ponto N, à direita de B, de modo que AN = ST! 
T 


<u 
: 8 

Isso sugere que se chame cada racional — nessas condições de aproxi- 
T 


z y s+1 
mação por falta da medida de AB e cada *T>. de aproximação por excesso da medida 
de AB. 


Destacaremos duas propriedades das aproximações por falta da medida 
de um segmento de reta AB; 


Ke E 
. Se Š é uma delas e se 0 < T <=, então: 
nor 


5|5 


-u < .u<AB 


m Z, 4 S 
e portanto = também é uma aproximação por falta da medida de AB. 


se Ga 
* Se | é uma aproximação racional por falta da medida de AB, então exis. 


tem = E Q de modo que: 


s m 
PaE e 


r n 


ʻu < AB 
Ou seja, sempre é possível obter aproximações racionais por falta cada vez 
melhores da medida de AB. 

Para provarmos esse resultado, seja M em AB o ponto tal que 


S 
AM = - u (fig. 9). Isso posto, tomemos n € IN* de maneira que 


à AM »2.u 
E 


$ MÈ 
(Figura 9) 
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E j turai não nulo que 
n.MB>u( <> u < MB) e seja m o menor natur q 


verifica 


mofi u)e g t> AM 


-u < AM. Então: 


hi 


r s 
Eu >> cu (pois AM =D u] 

e 
mas u+- u < AM + MB -= AB 
z n 


s R 
i ir i — é uma aproxi- 
Poder-se-ia provar ainda, de maneira parecida, que se- é uma ap! 
y js 
i Et le 
mação racional por excesso da medida de AB, então existem m, n EN d 
maneira qui 


da de AB. 


e T < Że T também é uma aproximação por excesso da medi- 
n r n 


Exemplo 1: Consideremos um quadrado de lado 1 (logo, a unidade de 
comprimento é congruente ao lado). Pelo teorema de Pitágoras (ver figura 7) a 
medida d de sua diagonal éd = V2( = d’ = 2). Os números 


15 L% 1,415 14145 0. 
são aproximações racionais por falta da medida da diagonal, pois: 
12 = 1 < 3 (1,4)? = 1,96 < 2; (1,41)? = 1,9881 < 2... 
E os números 
2; 1,5; 1,42; 1,815; ... 


são aproximações por excesso. 


2. Cortes em Q 


Seja A CQ, A + Ø. Um elemento a € A é chamado mínimo de A se 
a < x, para todo x E A. A propriedade anti-simétrica da relação < garante 
que um subconjunto não vazio A.C @ não pode ter mais que um mínimo. 
Notação: a = minA. 


220 


Por exemplo, se A = IN, então o mínimo de A é 0. O conjunto 
A = {x € Q]o < x < 1) não tem mínimo pelo fato de que, para todo x € Q: 


0<x<1=0<4x<x<1 


(ver cap. IV, 3.5). 

Uma cota superior de um subconjunto não vazio B C Q é um número ra- 
cional k tal que k > x, para todo x € B, Por exemplo, todo número racional 

> 1 é cota superior de B = {x E Q |-1 <x < 1}. Diz-seque BC Q, B # Ø, 

é limitado superiormente se B admite uma (e portanto infinitas) cota superior em 
Q. Se o conjunto das cotas superiores de BC Q, B É Ø, tem um mínimo s, 
este é chamado supremo de B. Notação: s = sup B. 

Um elemento c de um conjunto não vazio © C Q se diz máximo de C se, 
para todo x € C, x < c. A propriedade anti-simétrica da relação < garante 
também que G não pode ter mais que um máximo, Notação: c = maxC. 


Exemplo 2: Consideremos B = {x E€ Q |0 < x < 1}. Primeiro note- 
mos que B não possui máximo já que: 


0<x<1s0<x<Ż&+1)<] 


{cap. IV, 3.5). 

Mostremos porém que 1 = supB. É imediato primeiro que 1 é cota su- 
perior de B. Mas haverá alguma cota superior de B menor que 1? Vamos su- 
por que sim e seja k uma delas. O fato de Q ser denso garante que existe 
tEQ,k<t<1. Asim: 


. + 
0 k t 1 

t Æ B (pois t > 0) ¢ t > k, o que não é possível, pois k é cota superior de B. 

Logo, 1 = supB. 


A definição a seguir é inspirada nas propriedades apontadas no item 
anterior para o conjunto das aproximações racionais por falta da medida de 
um segmento de reta. Dela sairá o conceito de número real. 


DEFINIÇÃO 1 Um conjunto a C Q recebe o nome de corte em Q se 


ictd e c+Q 
ii Sex Eg ey <x, entãoy Ea 
iii Para todo x E a existe y E a de maneira que y > x. 
Exemplo 3: Para todo a € Q o conjunto g(a) = {x € Qlx < a} é um 
corte em Q. 
Obviamente, o(a) # Ø e o(a) * Q. Se x E g(a), então x < a e portanto, 
para todo y < x, vale a relação'y < a, o que significa que y € g(a). Por últi- 
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mo, se x E (a) então x < a, e como Q é denso, existe y E Q de maneira que 
x<y<a. O fato de y ser menor que a garante que y € e(a), pois y é racional. 

Para todo a € Q o conjunto g(a) é chamado corte racional. Mas nem to- 
dos os cortes são racionais, como veremos a seguir. 


Exemplo 4: Mostremos que o conjunto 
a=xEQix<0 ou (x>0e x2<2)) 


é um corte em Q. 
É claro que e * Ø e a # Q. Se x E€ a e x < 0, então 


y<x => y<0 


c portanto y € a. Se x >0 e x? < 2, então há duas possibilidades para um 
elemento y < x: y < O, caso em que obviamente y Ece0<y<x, hipótese 
da qual decorre que y? < x! <? e portanto também se pode concluir que 
y€a. 

Seja x € a. Sex < 0, tomando por exemplo y = 1, então y E aey > x- 
Consideremos agora x € a tal que x > 0 e x? < 2. Tomando h = 2 — x’, en- 
tāox?+ h= 2 e 0<h <2. Seja: 


Como x < 2 (pois x? < 2), então 2xh < 4h. Por outro lado, de 0 < h < 2 de- 
corre que h? < 2h. Levando estas relações para a igualdade anterior: 
4h 2h 22h 


yi<x+ os too =x + g < the? 


š h 
Como y > 0, isto prova que y Ea. Mas y >x (pois y=x + 5> o que 


conclui a demonstração. 


Exemplo 5: Provemos que o corte «a, definido no exemplo anterior, 
não admite supremo em Q. 

Observemos antes que todo corte racional o(a) admite supremo em D:é 
o elemento a, e a demonstração dessc fato segue a mesma idéia do exemplo 2 

Admitamos que s € Q seja o supremo de a. Como já vimos, não pode 
ocorrer $? = 2. E se $? < 2, levando em conta que s > O (pois a contém ele- 
mentos estritamente positivos), o raciocínio da parte final do exemplo anterior 
garante que existe y € a de modo que y > 0, y? < 2es < y, o que não é possí- 
vel pois s = supa. Sobra a hipótese s>a. 
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Esta última relação implica que s° = 2 + k, onde 0 < k < 2. De fato, 
como s é a menor das cotas superiores de « € 2 é uma cota superior de a, então 
s< 2edaís’=2 +kK< 4, o que implica k< 2. 


z k 
Sejaz =s- 4 Então: 


POR RR E O SE 
z (: )=: 2 +16 282 


Mas de s < 2 segue sk < 2k e portanto — SÉ > —k, Donde: 


Pos >s-k=2 


Observemos que comok < 2, então + < + <seportantoz=s— + >0; 


obviamente vale também z < s pois z = s — + Considerando que z? > 2, 


então z é uma cota superior de «, o que é absurdo, pois z < $ = sup a. 


EXERCÍCIOS 


415. Prove que a altura e o lado de um triângulo equilátero são segmentos de 
reta incomensuráveis. 


E 123 l 
416. Sejam A=] 3, =, Ž n E E eE el 
em khola] a 


Mostre que sup À = 1 e sup B=0. 

Resolução (primeira parte): Obviamente 1 é cota superior de A, pois 
n 

n+l 

quimediano, existe n € IN*, para o qual se verifica n > 1 = n > 


< 1 para todo n € IN. Seja £ E€ Q, -y < £ < 1. Como @ € ar- 


da 
l-e’ 


daí n — ne >e ou n > (n + I)e e, portanto, = >E. Assim, ne- 
= y 


nhum racional € < 1 é cota superior de A, o que conclui a resolução. 


417. Se um subconjunto não vazio A C Q admite máximo, prove que 
sup A = max A. 


418. a) A quais dos cortes seguintes pertencem os números racionais — 10, 0, 
2 5 1 
E, 5, 20: 0), e6, atoa); eH)? 
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E” 1 
b) Ache cinco números racionais que pertençam ao corte els mas 


não pertençam a q(0). 
419, Prove que: g(1) C g(s) = r <s. 


“420. Sejam a e ß cortes em Q tais que existe b Ef, b Ẹ a. Prove que 
aÇ A(aCRe ap). 


421. Seja a um corte em Q. Prove que também são cortes em Q: 
a) B = {r + àla € a), para todo r E Q. 
b) y = {rala € a}, para todo r E Q, r > 0. 


Resolução de b): i Que y + Ø é imediato. Como a é um corte, 
existe x E Q tal que x Z æ. Mostremos que rx £y. De fato, se 
rx € y, então rx = ra, para algum a € «, e portanto (já que r # 0) 
x=a. Absurdo, pois x Za. ii Seja x € y, x = ra coma Ea. Se 


y < x, isto é, y < ra, então Ž < a, o que garante a relação TE a. 


Fazendo | =a, € g, então y = ra,, do que segue y € y. iii. Seja 


x Ē y, x = ra, onde a € a. Sendo a um corte, existe b E a tal que 
b >a. Daí rb > ra = x e, como rb €E y, então, de fato, y é um corte 


em Q. 


422. Se æ é um corte em Q, indiquemos por a” o complementar de a em rela- 
çãoa Q. 
a) Ser € Qef = {r + ala E€ a}, prove que ĝ' = {r + x|x E€ œ'’}. 
b) Ser E€ Q, r > 0, e y = {ra |a E a}, prove que y’ = {rx|x € e?) 


423. Seja a um corte em Q. 
a) Sea Ea, prove que g(a) Ç a (= e(a) C a e e(a) + a). 
b) Sca E Q - a (== a EQ; a £ a), prove que a C g(a). 


3. Os números reais 


O exemplo anterior põe em relevo uma deficiência do corpo ordenado 
Q: há subconjuntos não vazios de Q, limitados superiormente, que não admi- 
tem supremo em Q -O conjunto dos números reais é uma extensão do conjun- 
to dos números racionais, construída com o objetivo de preencher as lacunas 
de Q determinadas pela ausência desses supremos. 
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A idéia que usaremos para chegar a essa extensão de Q remonta ao ma- 
temático grego Eudoxo de Cnido (séc. IV a.C.) e baseia-se na observação de 
que um “número real” não racional fica determinado pelos números racio- 


nais que o precedem. 


DEFINIÇÃO 2 Seja IR o conjunto de todos os cortes em Q. Os ele- 
mentos de IR serão chamados números reais e, consequentemente, IR será cha- 
mado conjunto dos números reais desde que as operações adição e multiplicação e a 
relação « em IR sejam definidas da maneira a seguir. 


Adição 
Se a e B são cortes em Q, a soma de a com $ é o conjunto 
a+p=(x+yixEa,y Ef) 


A soma a + f também é um corte em (Q. É claro que a + B verifica a 
condição i da definição 1. Seja x + y (x E a, y E f) um elemento de a + fe 
consideremos um racional u < x + y. Então x + y = u + t para um conve- 
niente t E Q, t >0. Fazendo y — t = z, então y = t + z (o que mostra que 
z <y e portanto z € ß) e u = x + z. Como, porém, x € ae z Ef, então 
u&a+B. 

Por último, seja z E f tal que z >y. Entãox+ 2z>x+yex+zEa+f. 

Assim, (a, f) —» «a + À é uma operação sobre IR à qual chamamos 
adição de números reais. Para essa operação valem as seguintes propriedades 
(aqui apenas enunciadas): 

a, (@ + B) + y= a + (B + y) (associativa) 

az a + B = ĵ + a (comutativa) 

as Existe elemento neutro: é o corte racional ọ(0) que indicaremos apenas 
poro. 

a, Para todo a E IR a equação a + x = 0 tem uma única solução em IR. Essa 
solução é corte indicado por — a (oposto de q) e que consta de todos os 
x EQ tais que x + y € g(0), para todo y € a, exceto o maior desses x, 
caso exista. 


Exemplo 6: Mostremos que q(2) + e(-2) = 2(0) = 0. 

Seja x + y E g(2) + e(-2), onde x E g(2) e y E e(-2). Então x < 2 e 
y <—2, e daí: x + y < 2 + (-2) = 0. Logo x + y E (0). 

Seja z E ę(0). Então z < 0 e -z = d > 0. Como 


1 


de 2 — 
onde 2 — 


dE g()e-2 


7 4€e(-2) então: E (2) + q(-2). 
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Logo, g(—2) = —q(2). De modo análogo se prova que q(-a) = —o(a), 
para todo a E Q. 


Relação « 


cá Sea, f E IR, então se diz que q é menor que ou igual a P e escreve-se 
a>fseaU p. 

Para a relação & assim definida valem as seguintes propriedades: 
O, a < a (reflexiva) 
O a<xfeb<o = a= ß (anti-simétrica) 
O, a&gfßeß<y = a < y (transitiva) 
O ae<fof<a 

Como sempre: f >a «=» q <f. Obviamente, por a < f entende-se 
que a C f e a + f. Neste caso também se pode escrever f > q. Os conceitos 
de positivo, estritamente positivo, negativo e estritamente negativo são defini- 
dos da maneira habitual. É imediato que: r E q = q(r)< a. 

Exemplo 7: Mostremos que a E IR é estritamente positivo se, e s0- 
mente se, existe x € Q tal que x > 0 e x Ea. 

Sea > 0 = (0), então Q(0) C a e Q(0) +-a. Assim existe y E a tal que 
y Æ e(0). Desta última relação segue que y > 0. Se y > 0, a demonstração 
está encerrada. Se y = 0, o item iii da definição de corte garante que existe 
xEa,x>0. 

Reciprocamente, se existe x € a, x> 0, como todo racional y < x per- 
tence a a, devido à condição ii da citada definição, podemos garantir que 
(o) E a e, portanto, 0 < a (pois x € a e x É g(0)). 


Multiplicação 

Se a e f são elementos de IR, então o produto af (ou a - P) é definido 
assim: 
o Sea >O ef >O, então: 

aß = {x EQ [x < 0} U {aylx Ea, x > 0; y EB, y >0} 
e Sea =00uß=0, aß=0 
e Sea <0 ep <0, então aß = (-a)(—B) 
e Finalmente, se apenas um dos cortes é menor que zero, digamos q < O e 
B>0, então: 
aß = - (~a)f 

Fica como exercício provar que (a, p) — aß é uma operação sobre IR. 
Trata-se da multiplicação de números reais c para cla são válidas as seguintes pro- 
priedades: 
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m, e(fy) = (af)y (associativa) 

my af = Pa (comutativa) 

m, Existe elemento neutro: é o corte racional 9(1), que indicaremos apenas 
por 1. 

m, Para todo « E IR, a + 0, a equação q - X = 1 tem uma única solução em 
IR. Essa solução chama-se inverso de « e é indicada por a”!. 

d Distributiva em relação à adição: a(f + y) = af + ay, para quaisquer 
aB yER. 

Omitiremos as demonstrações dessas propriedades. Trata-se de tarefa 
um tanto árida e não é o que mais importa aqui. Por isso só nos deteremos 
para demonstrações em coisas mais específicas de IR. Registremos ainda que a 
relação < é compatível com a adição e a multiplicação de IR, ou seja: 
Oach = aryxp+y 
O c<fel<y = ay< fy 

A esta altura podemos concluir que IR, tal como Q, é um corpo ordena- 
do. As peculiaridades do corpo ordenado dos números reais aparecerão em 
pouco. 

Outro fato que apenas nos limitaremos a citar é que f: Q, — IR defi- 
nida por f(a) = g(a): 

* é injetora 

* conserva as operações de adição e multiplicação, o que significa: 
fa + b) = f(a) + f(b) (+ e(a + b) = o(a) + o(b)) 
F(ab) = f(ajf(b) (= a(b) = e(a)o(b)) 

* conserva as relações de ordem, ou seja: 


a&b = f(a) < f(b) 
ou 
a<b = e(a) < e(b) 


Portanto, é valido identificar cada a € Q com o corte q (a) e assim consi- 
derar Q C IR (enquanto corpos ordenados). Daqui para a frente, portanto, 
faremos g(a) = a (Va E Q), sempre que for conveniente. A função f é chama- 
da função imersão de Q em IR. Na identificação proporcionada por f, os elemen- 
tos g(a) passam a ser chamados números racionais e os de 1 = IR — Q números ir- 
racionais. O corte a do exemplo 4 é um número irracional. 


Exemplo 8: Sejam a, f E IR, a < fi. Mostremos que existe y E IR de 
modo que f = a + y (y > 0). 

Por hipótese, a T f e a + B. Assim, se œ’ é o complementar de a em re- 
lação a Q, ou seja, a' = {x E Q |x Z a}, então a’ N B + Ø. Seja a um racio- 
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nal dessa intersecção (a € «” N f) e consideremos b € f, b > a, o que implica 
—b < —a, Mostremos que —b € —a. De fato, para todo y E a tem-se y <a 
(pois a € æ) e portanto (levando em conta que —b < ~a): 


-b+y<-aty<-a+a=0 


„ou seja, —b + y € q(0), o que prova nossa afirmação. 

Como porém —a é um corte, então existe c E (-a), c > —b. Daí 
c+b>0. Mas considerando que b+c Ef +(—a), então B+(-a) > 
O = g(0). Fazendo B + (-a)= B — a = y (pois f + (~a) é um corte), então 
B= a + y, onde y > 0, poisb +c Ey. 


Nota: 

i Como já vimos, IR é um corpo ordenado. Assim, todas as propriedades que 
valem para Q, enquanto corpo ordenado, como as que aparecem no capí- 
tulo IV, também valem em IR. Daí por que várias dessas últimas nem st- 
quer são citadas aqui, embora eventualmente possamos usar uma ou Ou- 
tra sem qualquer menção explícita. Por exemplo, a definição de potência 
mrésima (m € Z) de um número real a é análoga à que foi dada no cxem- 
plo 1 (cap. IV) c para cla valem as mesmas propriedades que lá figuram. 

ii Daqui para a frente, sempre que for conveniente, usaremos também letras 
minúsculas de nosso alfabeto para indicar números rcais. 


Exemplo 9: Seja q, 0< q <1, um número real, Mostremos que: 
0emé<n = 0<q' <q" 
Provaremos, por indução sobre m, que 


O<arti<ar(vm>0) 
m=0:0<q'<q'ouO<q<I (verdadeira) 


+ 


Seja r > 0 e suponhamos 0 < q'*! < q”. Como q > 0, então 
0-q<q™ -q< q-q 
ou seja: 
0< ge z q 
Conseguentemente: 


O<..<cari<articgrticar 


Por outro lado é claro que, se m = n > 0, então q" = q". 


Exemplo 10 (desigualdade de Bermoulli): Provemos que, para todo 
número real a > —1 e todo número natural n > 1, vale a desigualdade: 
(+a) >1+na 
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Por indução sobre n: 
n=t:(i+a)}=1+a=1+1-a. Verdadeira 
Sejar > 1e suponhamos (1 +a) > 1+ ra. 


n=r 4 į: Multipliquemos a desigualdade anterior (hipótese de indu- 
ção) por 1 + a > 0: 


(1 +a¥*' > {1+ ra)(l +a)= 14+ ra + a+ ra? 
Como ra? > 0, então: 
1+ra+a+ra > l+ra+as=]1+(r+ i)a 
Donde: 
(+a >1+(r+ l)a 
PROPOSIÇÃO 1 Sejam a, $ € IR, a > 0. Então existe n € IN" de 
mancira que na > $. (Ou seja: o corpo ordenado IR é arquimediano.) 


Demonstração: Podemos nos ater ao caso f > æ. Como a > 0, então 
B > 0 e, portanto, existem racionais estritamente positivos r e s tais quer Ea 
es É 8. Sendo Q arquimediano, então 


nr>s 


para algum n € IN*. Considerando a imersão de Q em IR, a desigualdade 
anterior pode ser expressa por: 


e(ne(r) = e(nr) > g(s) 


Como porém r E a, então g(r)C a, o que pode ser traduzido por 
a > e(r). Mas, considerando que q (n) > O (pois q(n) = n), então: 


e(n)a > enjet) 
Por outro lado, em virtude da escolha de s, é claro que (5) > f. Donde: 


na = (na > e(n)e(r) > o(s) >B. Å 


Exemplo 11: Seja a, 0<a< 1, um número real. Mostremos que 
para todo £ € IR, £ > 0, existe n € IN* de maneira que a" < £. 

Uma vez que 0<a<1,entãob=a!>1.Logob=1+h, para al- 
gum h € R, h > 0. Devido ao fato de IR ser arquimediano, existe n € IN* 
para o qual 


nh>e!-1 
e portanto: 
oh +1>e! 
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Mas, devido à desigualdade de Bernoulli: 
b'=(1+h)>1+nh 


Portanto: 
a=b" = (1 +h)" > 1+nb> e 
Mas 
eysa 
c, então: 
a'> e 
Donde: 
a <e 


PROPOSIÇÃO 2 Sejam a, p € IR, a < f. Então existe um número 
racional r tal que æ < r < f. 


Demonstração: Como a < f, então a C fi (a C f e a +f) e, portanto, 
= 


existe s € $ tal ques £ a. Seja r E f um número racional maior que s e mos- 
tremos que a <s<r<B,ou seja, que a C g(s) c e(r) c B. 


Suponhamos que existisse x E a tal que x É g(s) ou, equivalentemente, 
x >s. Como s Ẹ a, então na verdade s < x. Mas esta desigualdade implica 
ques E a, pois x € a e a é um corte em Q. Absurdo. Donde todo elemento 
de a está em g(s), o que significa a C g(s). 

Falta provar que g(r) C $. Se x € g(r), então x < r, e como r E f, então 


x €B. Assim: g(r) C $. Por outro lado, levando em conta que r € ĝ, resulta 
que existeu € f, u > r; dafe(r) C afu) (pois a imersão y — e(y) é injetora) 


Como u€ f implica efu) C P, então e(r) Ç efu) C Be daí: e(r) Ç B. Assim: 
a<ar)=r<ß n 


Nota: Seja K um corpo ordenado. Se existe LC K, L * Ø, de maneira 
que para quaisquer x, y € K, x < y, seja sempre possível determinar g € L 
de modo que x < z < y, então se diz que L é denso em K. É claro que nessas 
condições K é um corpo ordenado denso. A proposição anterior garante que Q, 
é denso em IR e que portanto IR é denso. Também se pode provar (veja exer- 
cício número 446) que o conjunto I dos números irracionais é denso em IR. 

Seja A CIR, A # Ø. Um elemento À E IR é uma cola superior de A se 
a < À, para todo a € A. Sc A admite cota superior em IR, diz-se que A é limi- 
tado superiormente. Neste caso, como mostraremos a seguir, o conjunto das cotas 
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superiores de A tem um mínimo À,. Ou seja: i a « À, Va E A: ii sea <A, 
Va € A, então À « À. O elemento À, (que é único devido à anti-simetria de 
< ) chama-se supremo de A. Notação À, = supA. 


TEOREMA 1 Seja ACIR, A # Ø. Se A é limitado superiormente, 
então A admite supremo em IR. 


Demonstração: Seja h= U a e mostremos inicialmente que À, é um 
a€A 
corte em Q, ou seja, A EIR. Como cada a + Ø, então evidentemente 
AZ; se À é uma cota superior de A, então «CA, Ya E A, e tomando 
x E Q tal que x Æ å, então x não pertence a nenhum dos a € A e daí x É À. 
Provamos assim que vale para À, a condição i da definição 1. 

Se x € M, então x E a, para algum « € A; assim, se y EQ ey < x, 
então y E «e portanto y € À). Logo À verifica também o item ii da citada de- 
finição. 

Quanto à iii, notemos que se x€ Àp, como então x E a, para algum 
a € A, tomando y E€ a, y > x, então y E M. 

Mostremos agora que À, = supA. Primeiro, como a CÀ,, para todo 
a E A, então a < À, Va EA. E se À é um número real que é cota superior de 
A, isto é, a < À, para todo « € A, então a C À (para qualquer a E À) e por- 
tanto: 

h= Uach 
Ou seja: A € À. EA n 


Nota: Como já dissemos, tanto Q como IR são corpos ordenados. Mas 
enquanto no primeiro há subconjuntos não vazios e limitados superiormente 
que não admitem supremo em Q (exemplo 5), o mesmo não acontece em IR 
— o que é provado pelo teorema anterior. Para assinalar essa diferença dize- 
mos que IR é um coro ordenado completo. Portanto, o corpo ordenado QD não é 
completo, 

O corpo ordenado IR também é contínuo no sentido de que vale o corolá- 
rio a seguir (na verdade, equivalente ao teorema 1). 


COROLÁRIO Sejam A e B subconjuntos de IR tais que A U B = IR 
e, ainda, que todo a € A é menor que todo b € B. Então existe um único 


c EIR que não é superado por nenhum a € A e que não supera nenhum 
bes. 


Demonstração: Todo b E B é cota superior de A, de modo que existe 
c = supA, c E IR. Logo a < c, para todo a € A. Mas como todob E B é cota 
superior de A e c é a menor dessas cotas, então c « b, qualquer que seja 
b € B. Isto conclui a demonstração quanto à existência. 
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Suponhamos que um outro número real d gozasse da mesma proprieda- 
de já demonstrada para c. Admitamos, por exemplo, que c < d. Consideran- 
do a média aritmética 


então u não pertence à classe A (por ser maior que c) e também não pertence a 
B (por ser menor que d). Mas isto é absurdo, uma vez que AU B =R e 
uvEIR. L 


Exemplo 12: Mostremos que em IR existe um número elemento c > 0 
tal que c’ = 2. 

Provaremos apenas a existência. 

Sejam: 


A ={a EIRļja <0 ou (a > 0 e a? < 2)} 


B=bER|b>0eb'>2) 
Seja x E IR. Se x < 0, então x E€ A. 


Sex > 0, então: x? < 2 ou x? = 2, ou x? > 2, Na primeira hipótese x € A; nas 
duas segundas x € B. Logo A U B = IR. 

Por outro lado, seja a € A. Se a & 0, então obviamente a é menor que 
todo b € B. Se a > 0, então a? < 2 e como b? > 2, para todo b E B, podemos 
concluir que a? < b? e daí que a < b. Assim: a <b, sempre que a € A e 
bEB. 

Devido as corolário anterior existe um único c € IR de modo que 
a < c < b, para qualquer a E€ A e qualquer b E B. Mostraremos agora, por 
redução, ao absurdo, que c? = 2. (Obviamente c > 0.) 

Vamos supor que se pudesse ter c’ > 2. Como c E IR, a definição de 
produto c? = c + c garante a existência de dois números racionais estritamente 
positivos x e y de modo que 2 < xy < c? (na verdade x e y pertencem ao corte 
€c). Supondo x « y, então xy € y? e portanto 2 < y?, de onde se conclui que 
y €B. Masy.<c, pois y € c. Absurdo uma vez que c não supera nenhum 
elemento de B. 

Analogamente sc prova que a hipótese c? < 2 é impossível. Donde 
e=, 

O número real c tal que c? = 2 é chamado raiz quadrada de 2 e é indica- 
do por VZ. De forma análoga ao que foi feito neste exemplo pode-se mostrar 
que, dados a, n € IN*, n > 2, existe um único c > O para o qual vale 


c=a 


Esse número é chamado raiz enésima de a e é indicado por 
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É Mibliotsca Universitária T 


3.1 Valor absoluto (ou móduip) UFSC j 


O conceito de valor absoluto ou módulo em IR é essencialmente o mesmo 
que em Z ou Q. Assim, denotando por Ja | o valor absoluto de a E IR, por de- 
finição s 

laļ=a seaxo 
ļaļ= ~a se a <0 

Todas as propriedades que figuram na proposição 4, capítulo IV, tam- 
bém valem quando as letras com que são expressas passam a representar nú- 
meros reais. Demonstrá-las, inclusive, seria mera repetição — por isso não o 


faremos aqui. A seguinte propriedade (também válida 
juando se troca IR 
Z ou Q) será usada no item 5. k P 


eè Sex, a, £ € IR, £ > 0, então: 
lx-aļ <: = a-se<x<a+e 


Prova 


= Vamos supor x — a > 0. Então |x -a| =x- a<tedaíx<a+ e. 
Como porém £> 0, então ~g < 0 e portanto a — £ < a. Mas como 
x — a > 0, então a < x. Assim: 


a-t<a&gx<ate 
Deixamos como exercício o caso x — a < 0. 


Somando —a a cada um dos termos de ipótese. 
a-eXx<a+e (hipó 
< ), 


-E<x-a<e 


Se x-2>0, então 
Ix-al=a—x; mas de 


Ix-al <e. 


al=x-a<e Se x-a<0, então 
-E <x—a segue que a-x<E; logo 
e 


32 Função maior inteiro 


Também não há nenhuma novidade essencial, em relação a Q, para 


conceituar a função maior inteiro em IR. O maior inteiro contido em a € IR (nota- 
são [a]) é definido por: 


i [a] <a 
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Aleix — [x] define a função maior inteiro cujo domínio é IR e cujo 
conjunto-imagem é Z. 

Notemos que se a E IR e m é um inteiro tal que m <a < m + 1, então 
m = [a] (justifique). 

As propriedades enunciadas na proposição 5, capítulo IV, também va- 
lem quando se substitui Q por IR. Inclusive as demonstrações são basicamente 
as mesmas. 


EXERCÍCIOS 


424, Prove que são irracionais os números V3, V5 e V7. 
Resolução: Suponhamos que sc pudesse ter V3 = - (1, sE IN; 


s + 0). Então r? = 3s?. Mas nesta igualdade o expoente de 3 no primeiro 
membro é par ( > 0)e no segundo é ímpar ( > 1), o que contraria o teo- 
rema fundamental da aritmética (unicidade). 


425. Seja p > 1 um número primo, Prove que Vp é irracional. 


426. Prove que a soma de um número racional com um irracional é irracio- 
nal, 
Sugestão: Por absurdo, suponha que pudesse ser racional, 


427. Prove que o produto de um número racional não nulo por um irracional 
é um número irracional. 


428, Exiba dois números irracionais distintos cuja diferença seja racional. 


429. Exiba dois irracionais distintos cujo quociente seja racional. 


430. Sejam a, f € IR números tais que f? = a. Mostre que sé a é irracional, 
o mesmo acontece com f. (Neste caso usa-se a notação P = Va.) 


Resolução: Se fi fosse racional, então f? = fi - P= a também seria, o 


que é absurdo 


431. Sejam o e B irracionais. Se a + fi é racional, prove que a — f é irra- 
cional. 
Resolução: Se a — f fosse racional, então (a + B)+ (a — B) = 2a 
2 
também seria pois e + $ E Q, por hipótese. Mas então Ea = a tam- 


bém teria que ser racional, o que contraria a hipótese. 
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432. Sejam a e À irracionais. Se o — B é racional, prove que a + 2f é irracio- 
nal. 


433. Prove que VZ+ V3 é irracional. 


Resolução: Seja u=V2+V3. Então u-V3=V3 e portanto 
u? — 2V2u + 2 = 3. Daí2V2u = u? — 1, do que resulta (elevando ao 
quadrado): 8u? = u* — 2u? + 1 ou ut — 10u? + 1 = 0. Logo u é raiz do 
polinômio f(x) = x* — 10x? + 1 cujos coeficientes são inteiros. Mas, de 
acordo com o exercício 387, as possíveis raízes de f(x) são + 1 (os diviso- 
res de 1). Como f(1) = f(=1) = =8, f(x) não admite raízes racionais e 
portanto V2 + V3 É Q. 


434, Prove que são irracionais: V3 — V7, VZ+ V3 e V3- VZ. 


435. Seja p > 1 um número primo. Para todo n > 2, prove que Vp é irracio- 
nal. 


Sugestão: Usar a idéia apresentada na resolução do exercício 433. 
436. Prove que cos 20° é irracional. 


Resolução: Consideremos a identidade cos 38 = 4 cos'g — 3 cos g. Se 
8 = 20º, fazendo cos 6 = u = cos 20º, então 


À = cos 60º = 4u? — 3u 

2 
e portanto 8u’ - 6u — 1=0. Assim, u=cos 20º é raiz de 
f(x) = 8x — 6x — 1. Mas fazendo 2x= y, então 2u é raiz de 
g(y) = y? — 3y — 1. Como g(1) = ~3 e g(=1) = +1 então g não admite 
raízes racionais e portanto 2u é irracional, Daí u também é irracional. 


437. Prove que são irracionais os números cos 40° e cos 10°. 
438. Prove que são irracionais: sen 20° e sen 50°. 


439. Use a identidade cos 58 = 16 cos*g — 20 cos’ĝ + 5 cosĝ para mostrar 
que cos 12º é irracional. 


440. Se cos 28 é irracional, prove que coso também é irracional. 


Resolução: Se cos 8 fosse racional, o mesmo aconteceria com cos'g e 
2 cos% — 1. Como porém cos 26 = 2 cosg — 1, caímos num absurdo. 
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441. Se cos 28 é irracional, prove que sen 6 e tg8 também são irracionais 


442. Prove que se cosĝ é racional, então cos 36 também é racional, 


443. Através do uso conveniente de alguns dos exercícios anteriores, prove 


que são irracionais os números 
cos 10º, sen 10º, tg 10º 
cos 5º, sen 5º, tg 5º 
cos 2930", sen 2°30, tg 2030' 


444. Prove que: 


445. 


446 


447 


a) e(2) + e(3) = e(5) 
b) e(2) © 0(3) = g(6) (sem usar o fato de que n — g(n) define a imer- 
são de Q em IR). 


Resolução de a): Seja z E (2) + 2(3). Então z = x + y, onde x E q(2) 
ey€ g(3), oque equivaleax< 2ey< 3.Logoz=x+y<2+3=5, 
o que garante a relação z € 9(5). Por outro lado, se z € q(5), então z< 5 
e daí z=5-a, para alguus aE Q, a>U. Como z=5-—a= 


= (2- $ )+(3- E e as parcelas desta última soma pertencem 
respectivamente a g(2) e q(3), então z € e(2) + (2). 


Se a é um corte e r>0 é um número racional, prove que 


a<B=(a+rrja €a}. 


Ea 
é irracional e 


vz 


Sejam r, s E Q tais quer < s. Mostre que e = r + 


quer < a <s. Conclua daí que I é denso em IR. 


-=r 


Resolução: Se a fosse racional, então V T= também o seria, o 


a-r 


que é absurdo. Por outro lado, como V? > 1, então 0 < J <1; daf 


5 r 
0< <s-reportantor<r+ 
v7 P: 


Para quaisquer a, b € IR , = {x € IR|x > 0}, prove que: 
a) 0<a<b = Va < vb 
b) Vaf b < Va + Vb 


448. Para quaisquer a, b E IR, prove que 2ļab| < a? + bi, 
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449, 


450. 


asi. 


452, 


453, 


454. 


455. 


Prove por indução os seguintes resultados: 

a) Para todo a ETIR, 0 <a < 1, (1 +a} < 1+2" - a(Yn > 1). 

b) Se ai, as ..., a, (n>1) são números reais positivos (a; > 0, 
i= 1, 2, ..., n), então 


Aa) + a)... (+a) > 1+ atat. ta) 


Prove que, para todo k E IR e para todo número real a > 1, existe 
n € IN* de modo que a" > k. 


Se a, b, c e d são múmeros reais, prove que: 


sup fa +c, b +d} < sup {a, b} + sup {c, d}. 


Seja A um subconjunto não vazio de IR. Um elemento k € IR se diz cota 
inferior de A se k «x, para todo x€ A. Um subconjunto A CIR, 
A + Ø, se diz limitado inferiormente se admite cotas inferiores em IR, 

Se A £ Ø é um subconjunto de IR limitado inferiormente, prove que o 
conjunto das cotas inferiores de A tem máximo, ou seja, que existe uma 
cota inferior que é maior que todas as outras, diferentes dela mesma, (O 
máximo das cotas inferiores é chamado ínfimo de A e é indicado por 
infA.) 


Sugestão: Mostre que —A = (-xjx € A) é limitado superiormente e 
que se s indica o supremo de A, então —s = inf A. 


Se a, b E€ IR, mostre que 
a+b+[a-b] a+b-la-bl 
2 2 
a) Seja HC IR um subconjunto não vazio limitado superiormente, 
Prove que um certo b € IR é o supremo de H se, e somente se, dado 
E > 0, e E IR, as seguintes condições se verificam: ix < b + E, para 
todo x € H; ii x >b — £, para pelo menos um x EH. 


sup (a, b} = e inf {a, b} = 


b) Enuncie e demonstre uma caracterização semelhante para a = infH, 
onde H + Ø é um subconjunto de IR, limitado inferiormente, 


Sejam A e B subconjuntos não vazios, e limitados inferiormente, dé IR. 
Definindo A + B = {x + y |x € A, y € B}, prove que: 

inf(A + B) = infA + infB 
Resolução: Se k, é uma cota inferior de A c kz é cota inferior de B, é 


claro que k, + k, é cota inferior de A + B ç portanto este último conjun 
to é limitado inferiormente., 
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Como infA< x, Yx EA, einfB < y, Vy EB, entãoinfA + infB $ x + y, 
Yx E&A c¢ Vy EB. Logo infA +.infB é cota inferior de A + B e então 
infA + infB « inf(A + B). Por outro lado, para cada x E A fixado, va- 
le a relação inf(A + B) — x < y, Yy € B. Portanto inf(A + B) — x < 
< infB ou inf(A + B) — infB < x, para todo x E A. Logo inf(A + B) — 
— infB < infA ou, o que é equivalente, inf(A + B) < infA + infB. 


456. Sejam A e B subconjuntos de IR, não vazios e limitados superiormente. 
Prove que: 


sup (A + B) = supA + supB 


457. Sejam A e B subconjuntos não vazios de IR. Se esses subconjuntos são 
limitados superiormente (respect., inferiormente) prove que: 
sup (A U B) = supísupA, supB) 
(respectivamente, inf(A U B) = inf(infA, infB)). 

458. Para todo A CIR, A + Ø, e para todo ¢ E IR, ponhamos, por defini- 
ção, cA = {cx|x E A}. Isso posto, se A é limitado ( => limitado supe- 
rior e inferiormente), prove que: 

a) sup (cA) = c supA se c > 0 e sup (cCA) = c infA se c < 0 
b) inf (cA) = c infA se c > 0 e inf (cA) = c supA se c < 0 


459. Sejam A e B subconjuntos não vazios de IR, limitados inferiormente 
(respect., superiormente). Se A CB, prove que.infA > infB (respect. 
supA < supB). 


Resolução (primeira parte): Por definição infB « x, Yx € B. Logo, 
infB< x, yx€ A, ou seja, infB é uma cota inferior de A. Logo, 
infB« infA. 


460. Seja p: IR > IR um automorfismo (ver exercício 389). 
a) Mostre que (a) = a, para todo a E Q. 
b) Mostre que, para quaisquer a, b E IR, a <b = q(a) < (b). 
c) Se a EI = R — Q, prove que, também, (a) = a. (Logo, o único 
automorfismo de IR é a aplicação idêntica.) 


Sugestão para a): Ver resolução do exercício citado no enunciado. 


Sugestão para b): a < b = b — a = xº, para algum x € IR; obser- 
var que p(x?) = p(x} > 0. 
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Resolução de c): Vamos supor, por exemplo, (a) < « e tomemos 
r & Q de maneira que (a) <r < a. De r < a segue que (r) < o(a) 


(devido a b)); mas (r) =r, por a); assim r < (a) <r, o que é 
absurdo. 


461. Sejam A e B subconjuntos de IR com a seguinte propriedade: sup 
A < infB. Prove que A N B= 9. 


462. Mostre que, para todo inteiro n > 1, vale a relação: 


1o Ame 1} 
peza > (us 
=o ch x E Rs 
Sugestão: Usar a desigualdade de Bernoulli para a = - m} yy e 
expoente do primeiro membro igual a n + 1. 


4. A representação geométrica de IR 


Mostraremos agora como, mediante algumas convenções, se pode esta- 
belecer uma correspondência biunívoca entre os pontos de uma reta orientada 
(reta à qual se atribui um sentido positivo) e os elementos de IR. Em suma, va- 
mos exibir um procedimento através do qual a cada ponto de uma reta orien- 
tada se pode associar um único número real de maneira que: a) a pontos dife- 
rentes correspondem números diferentes e, além disso, se um ponto X dessa 
reta está “'à esquerda” de um ponto Y da mesma, então o número associado a 
X é menor que o associado a Y; b) Se a E IR, então há um único ponto da re- 
ta ao qual corresponde «. O número associado ao ponto chama-se abscissa des- 
se ponto, 

Mas isso pressupõe, evidentemente, os axiomas da geometria euclidia- 
na, entre os quais o da continuidade, cujo enunciado é o seguinte: “Se os pontos 
de uma reta r são distribuídos em duas classes A e B tais que A U B = re todo 
ponto de A precede todo ponto de B, então existe em r um único ponto que 
não precede nenhum elemento de A e não segue nenhum de B”, 

Isso posto consideremos uma reta orientada r. Sobre r fixam-se dois 
pontos distintos O e U de modo que o segmento orientado OU tenha sentido 
concorde com o sentido positivo de r (que suporemos, como é praxe, da es- 
querda para a direita). Os pontos O e U são chamados, respectivamente, ponto 
origem e ponto unidade de r (fig. 10-a). 

Ao ponto O atribui-se como abscissa o número 0. Seja P € r um ponto 
à direita de O. Há duas possibilidades: 
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i Os segmentos de reta OP e OU são comensuráveis. Quando isto acontece 
existe um número racional a > O tal que a medida de OP, tomando como 
unidade u = OU, éa. Ou seja: 


OP=a 


Nesse caso a abscissa de P é, por definição, o número racional a. 


7 o U P RR É 
(Figura 10-a) 
Convém notar, por outro lado, que, conforme já mostramos no item 
1, dado um número racional a > O, existe P na semi-reta OU de maneira 
que a medida de OP em relação au = OU é a. Logo, a abscissa de P é a e 
pode-se dizer que OU contém todos os pontos de abscissas racionais posi- 
tivas. 
Antes de passarmos à outra possibilidade, enunciaremos (e justifica- 
remos) algumas observações necessárias ao que vem a seguir: 
* Se X e Y são pontos quaisquer de r, à direita de O (o primeiro poderia ser o 
próprio O), X + Y, então entre X e Y há um ponto de abscissa racional. 


Justificativa: Imaginemos X c Y como na figura 10-a e tomemos 


£ E IN* de maneira que À - OU < XY. Seja so menor número natural que 


verifica a relação: 
1 s 
s: (+: OU)=5-: OU > 0X 
Isso mostra que o ponto de EN está à direita de X. Mas como 


E que sl, OU + — +: OU < OX + XY = OY 
concluímos que esse mesmo ponto está à esquerda de Y. Logo, está entre 
AUE 


© “Se Xe Y são pontos de r de abscissas racionais situados à direita de O e X 
precede Y, então a abscissa de X é menor que a de Y.” 


Justificativa: Podemos supor essas abscissas iguais, respectivamente, 
m 
r 


n EPEE A 
a PP Como, então, m indica o número de pontos A,, Az, ..., Am = X de 
r 


OX tais que OA;, A, Ag, -.., Ar 1X, são todos congruentes a-— OU (fg. 
10-b) e n indica o número de pontos Au, A, «+, As = Y de OY para os quais, 
também, OA, , A An, ..., An-1 Y são todos congruentes al. OU, pode-se 
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7 n 
concluir que m < n e daí que pa 
7 


r 


A; Az As Am As 


E o X = An Y = An 
(Figura 10-b) 


e “Numa reta orientada r, de ponto origem O e ponto unidade U, existem 
pontos P, à direita de O, tais que OP e OU são incomensuráveis.”” 


Justificativa: Consideremos o quadrado OUAB (fig. 10-c). Se Pé a 
intersecção da circunferência de raio OA com r, então OP — por ser con- 
gruente a OA — é incomensurável com OU (ver item 1). 


E A 
hi o UP 
(Figura 10-c) 


ii Os segmedtos OP e OU são incomensuráveis. Para esta hipótese, conside- 
remos o conjunto e C Q assim definido: x Ea «=» x<Oou(x>0exé 
abscissa de algum ponto à esquerda de P). Pode-se provar que tal conjunto 
é um corte em Q. Por brevidade vamos nos ater à última condição do con- 
ceito de corte (definição 1). 

Seja x € a, digamos x > 0. Então x é a abscissa de algum ponto X de 
r, à esquerda de P (fig. 10-d). Consideremos a seguir um ponto Y, entre X 
e P, de abscissa racional y. 


tu 


wt 


o u X 
(Figura 10-d) 

Então y € æ (pois y € Q e y está à esquerda de P) e y > x (devido à segun- 
da observação feita em i). Logo há um número racional em « maior que x, 
o que prova a condição referida. 

Sendo a um corte em Q, então a E IR. O número « é, por definição, 
a abscissa de P. 

Consideremos agora um ponto M à esquerda de O e seja M’ seu si- 
métrico em relação a O. Se a abscissa de M’ é a (fig. 10-e), então a de M é, 
por definição, —a. 


£ M r T Rr 
(Figura 10e) 
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Portanto, a cada ponto de uma reta orientada r fica associado, con- 
forme procedimento exposto, um único número real. Mostremos que, sem 
exceção, nessa correspondência, se X está à esquerda de Y, então a abscissa 
a de X é menor que a abscissa À de Y. 

De fato, suponhamos que f « a e tomemos entre X e Y um ponto Z 
de abscissa racional z (fig. 10-9. 


o a 
+ E x 
(Figura 10) 


Npe 
<ta 


Mostremos primeiro que, considerando f como um corte em Q, então 
z € P. De fato, se B E Q , como Z está à esquerda de Y, então z < f (confor- 
me observação feita em i) e daí z € f; se B É Q , então a própria definição 
de abscissa neste caso garante que z € f. Levando em conta, porém, que esta- 
mos supondo BC a ( = $ < a), então z E a, o que é absurdo. Donde, efeti- 
vamente, « < f. 

Em particular a correspondência 


Pontos der — Números reais 


que acabamos de estabelecer, é injetora. Ou seja, a pontos diferentes da reta 
orientada, correspondem números reais diferentes. 

Mostremos que é também sobrejetora. Quer dizer, nessa correspon- 
dência não “sobram” números reais. Para tanto podemos restringir nosso ra- 
ciocínio aos números reais a > 0. 

Se a EQ), já vimos no item 1 como obter em r um ponto, à direita de O, 
de maneira que OP = a. Como a abscissa de P é a, então a P corresponde a. 

Se e É Q, dividamos os pontas de r em duas classes A e B, assim defini- 
das: em À ficam todos os pontos de abscissa menor que «; em B todos os pon- 
tos de abscissa maior que ou igual a q. Se L e M são pontos de A e B de abscis- 
sas x e y, respectivamente, então x < a < y e daíx < y. Logo L precede M. 
Assim, A e B satisfazem as condições do axioma da continuidade — e, portan- 
to, fica determinado em r um único ponto P que não precede nenhum elemen- 
to de A e não segue nenhum de B. 

Seja a abscissa de P e mostremos que £ = a, o que encerra a justificati- 
va. Vamos supor f > «e tomemos x € Q, æ < x < f. Se S é o ponto de abs- 
cissa x (fig. 11), então S E B (pois x > a). Mas como x < f, então P segue 5. 
Absurdo, pois P não segue nenhum ponto de B. Igualmente não pode ocorrer 
B < a. Donde 8 = a e ao ponto P corresponde e. 


2 * 8 
s O U 5 P 
(Figura 11) 
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A correspondência considerada estabelece sobre a reta orientada r o que 
se chama de sistema de abscissas, cujos elementos fundamentais são o ponto ori- 
gem O e o ponto unidade U. 


4.1 Medida de um segmento de reta 
incomensurável com a unidade 


No item t tratamos do conceito de medida de um segmento de reta, no 
caso de este ser comensurável com a unidade de comprimento. Nesse caso a 
medida é sempre um número racional positivo. 

Seja agora MN um segmento de reta incomensurável com a unidade es- 
colhida. Consideremos a reta orientada pelos pontos M e N, com sentido posi- 
tivo de M para N, e ponhamos sua origem em M. Seja U o ponto de r, à direi- 
ta de M, tal que MU é congruente com u. Nessas condições, se a abscissa de N 
é o número irracional æ, então se diz que a medida de MN é a e escreve-se: 


(naturalmente medida em relação a u). 


MU SN 
x 
(figura 12) 
Em resumo, a é o corte em Q formado pelas abscissas de todos os pontos 
racionais à esquerda de N. Então a inclui todas as aproximações racionais por 


falta 2 da medida de MN, para as quais vale: 
o< 2 <a 


Na verdade, como provaremos a seguir, a é o supremo do conjunto des- 
sas aproximações. E imediato primeiro que a é uma cota superior desse con- 
junto. Provemos que é a menor delas. Suponhamos que um número real 
B<a também fosse cota superior desse conjunto e tomemos x EQ, 
B<x<a (fig. 12). Se S é o ponto de r de abscissa x, então x = OS é uma 
aproximação racional por falta da medida de MN. Mas isso é absurdo pois 
x>8. 


Exemplo 13: Se a e f são abscissas de pontos de uma reta orientada r, 
vejamos como construir, apenas com régua (sem escala) e compasso, os pontos 
dessa reta de abscissas a + f, af, a! (quando a £ 0) e V'a (quando a > 0). 


243 


A construção de e + f é imediata (ver fig. 13). 


(Figura 13) 

Para construirmos o ponto de abscissa af), traçamos à perpendicular a r 

pelo ponto origem, o que pode ser feito com régua e compasso. Seja t essa per- 
pendicular, Se M é uma das intersecções de t com a circunferência de centra 
na origem e raio a, então OM = a. Traçamos o segmento de reta que liga M 
ao ponto de abscissa 1 e, a seguir, a paralela por f a esse segmento (fig. 14). 


N 
M, 
1 e É of T 
t 
(Figura 14) 
Se N é a intersecção dessa paralela com t, o teorema de Tales garante que: 
Nf 
OM 1 


Mas OM = a c portanto ON = aß. Assim, a intersecção da circunferência de 
centro O e raio ON com r, à direita de O, é o ponto procurado (pois trabalha- 


mos com æ > 0 e B > 0). . 
A construção de ar! (a * 0) se faz conforme o procedimento fixado na fi- 


gura 15, onde à reta por 1 e x é paralela à reta por a e da 


(Figura 15) 
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Para a construção de V'a (a > 0) marcamos sobre r o ponto de abscissa 
a + 1 (além do ponto a, dado). Traçamos a semicircunferência da qual o seg- 
mento de extremidades na origem e no ponto q + 1 é diâmetro (fig. 16). Pelo 
ponto de abscissa a levantamos o segmento perpendicular a r, até alcançar a 
Se x é a medida desse segmento, x = Va: 1 = Va- O 
ponto P tal que OP = x é o ponto procurado. 


semicircunferêncis 


mam 


(Figura 16) 


4.2 Distância entre pontos 


Consideremos uma reta orientada r, de origem O, munida de um siste- 
ma de abscissas. Dados A, B € r (fig. 17), chamamos de distância entre A e Be 
indicamos por d(A, B) a medida do segmento AB, Ou seja 


d(A, B) = AB 
a b b+(-a) 
A O B č 
(Figura 17) 


A medida de AB é, por definição, a abscissa do ponto ©, à direita de O, tal 
que OC é congruente com AB. 

Examinemos o caso mostrado na figura 17. Se a abscissa de A é a e ade 
B é b, então a de C é b + (~a) = b — a = |a ~ b], pois b — a > 0. Assim: 


d{A, B) = |a -b] 


A aplicação desse raciocínio a todas as situações possíveis leva senpre ao mes- 
mo resultado: “a distância entre dois pontos quaisquer de uma reta orientada 
munida de um sistema de abscissas é igual ao valor absoluto da diferença entre 
suas abscissas”. 


Assim, por exemplo, quando se escreve |x ~a] <£ ou ja, -al <e, 
isso significa que a distância entre o ponto x (ou seja, ponto de abscissa x) e o 
ponto a, ou entre o ponto a, e O ponto a, é menor que E. 

Podemos encarar d como uma função der x rem IR. Para essa função 
valem as seguintes propriedades: 
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e d(A, B) > 0; d(A, B)= 0 => A=B 
+ d(A, B) = d(B, A) 
e d(A, B) < d(A, C) + d(C, B) 
A demonstração da última, supondo que A, B e © tenham abscissas res- 
pectivamente iguais a a, bc c, se faz assim: 
d(A, B) = ja - bf = |a -c +c -b| < a- c| + le - b| = 
= d(A, C) + d(C, B). 


EXERCÍCIOS 


463. Construir geometricamente, com régua e compasso, os pontos de abscis- 


sas V3, VZ+ V3 e v5- VER 


464. a) Sea abscissa de um ponto é dada por cos «, construa geormetricamen- 
te o ponto de abscissa sen a. 
b) E dado o ponto de abscissa sen g, construa o ponto de abscissa cos a. 


465. Dados a, b E IR, a < b, o intervalo de extremos a e b, fechado em ambos 
os extremos, é o seguinte subconjunto de IR: 


fa, b]= (x ERla<x<b) 


De maneira óbvia se definem fa, b| ={x€ IRja< x< b}, ja, b] e 
Ja, b[. Na figura destacamos os intervalos ]-5, —2], [3, 5 e ]6, 9[. 


Maia + HHHH OOHHH 
-5 -2 UR À 3 5 6 9 

Mostrar que 10, 1{ tem a mesma cardinalidade de [0, 1]. (Dois conjuntos 

não vazios têm a mesma cardinalidadr se é possível definir f : A — B, f bi- 

jetora.) 


Resolução: Observemos que [0, 1]= AU o, 1, 
i 1 

gigi 
(Ou A = J0, 1[ - H As |) A função f: 10,1) — J0, 1[ def 


Ea 


w ai=au] |. onde A = (0, 1) — fo, 1 


nida por 

lo nget u a 

ERER | (identidade) 
1414 1 1 

pag eua 
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ou seja, a função dada por 


1 
gerzo 
x)= 4 A 
ntan 
x se xEA 
é bijetora (justifique). Logo, efetivamente, [0, 1] e JO, 1[ têm mesma 
cardinalidade. 


466. Mostre que [0, 1[ e ]0, 1] têm mesma cardinalidade que [0, 1). 


467. Para quaisquer a, b E IR, a < b, prove que os intervalos [a, b], [a, bl, 
la, b] e Ja, b[ têm mesma cardinalidade que [0, 1). 


Sugestão: Mostre que, por exemplo, a, b]e [0, 1) têm mesma cardina- 
lidade, provando que f(x) = a + {b — a) x define uma função bijetora 
de [0, 1] em [a, b]. Analogamente [0, 1[ tem mesma cardinalidade que 
[a, b[, etc. Usar os dois exercícios anteriores. 


Nota: Pelo exercício anterior, todo intervalo [a, b], não importa quão 
grande seja sua amplitude, tem a mesma cardinalidade de [0, 1]. Isso 
significa, intuitivamente, que [a, b] e [0, 1) têm a ''mesma quantidade”? 
de pontos, va, bE IR, a< b. Por exemplo, a cardinalidade de 
[-10"%0, 10190 é a mesma que a de [0, 1]. 


468. Mostre que f(x) = TFA define uma função de IR em |-1, +[ e que 


esta função é bijetora. Que conclusão se pode tirar, a esta altura, em ter- 
mos de cardinalidade, para os intervalos em IR? 


5. Sequência de números reais 


Uma função f : IN* — IR recebe o nome de seqüéncia de números reais. 
Se fizermos f(n) = a, (n = 1, 2,3,...), então a notação que se usa para indi- 
car a sequência f é (a,, az, -..; an, -..) OU, resumidamente, (a,). As imagens 
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a, são chamadas fermos da sequência. Obviamente a escolha da letra a para in- 
dicar os termos de uma sequência genérica é arbitrária. 


Exemplos: 
ADE (LIL 
(b)=(1,2,3,3, 
e= 
a-z 


Uma seqüência (a,) se diz estacionária se existe um índice r de modo que 
a=a,.,=a,,;=... . Uma sequência estacionária (a,) em que a; = a=... = 
é chamada constante. Dos exemplos anteriores, as duas primeiras são 
jas, sendo a primeira constante. 


DEFINIÇÃO 3 Diz-se que uma sequência de números reais (a,) æn- 
verge para um número a E IR se, dado £ € IR, E > 0, existe um índice r (que 
depende de £) de maneira que: 


lan — a] < £, paratodon > r 


Nesse caso diz-se também que (a,) é uma segiiência convergente em QD e que 
a é limite de (a,). Usam-se as seguintes notações para exprimir que a é limite 
de (an): 


lim aç=a;lima-=aja, > a 
pes 


PROPOSIÇÃO 3 (unicidade do limite): Uma seqüência (a,) em IR não 


pode convergir para mais do que um número real. 


Demonstração: Seja (an) uma sequência em IR e suponhamos que 
existam a, b € IR, a # b, de modo que lim a, = a e lim a, = b. Pondo-se 
2 = |a — b|, entãos E IR e £ > 0. Daí, levando em conta nossas suposições, 
temos garantida a existência de índices r, e r tais que: 


la-a] <E, Yn >r; 
lan- b| <e, Yn >r 


Assim, para todo n > r; e n > r,, simultaneamente: 


=b]|=ļ]a-a, +a,- b] < |a- a| + lan~ b] <E+E = 2 
o que é absurdo. Ci 
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Exemplo 14: Uma seqüëncia estacionária (a,, az, ...,a, 1, a, a, ... 
a,...) converge para a. 
De fato, para todo n > r: 


la -aļ=l]a-aļ=0 
Logo, dado s > 0, para todo n > r: 
la-al=0<e 


Em particular uma sequência constante (a, a, ..., a, ...) converge 
para a. 
1 1,4 
Exemplo 15: Mostremos que E= 73 | converge 


para 0. 
Como IR é arquimédiano, dado €> 0, existe r € IN* de maneira que: 


Trel=r>e! 
Portanto: 
1 
asd 
id <e 
Como porém 
nars} 
T 
então, para todo n > r: 
i 1 1 1 
E i E 


Exemplo 16: Se uma seqüência (a,) em IR converge para o número 
real a, então, para todo s > 0, a sequência (b,), onde b; = a,,1, bz = a,,2, 
b; = a,,, -.., também converge para a. 

Dado £ > 0, existe um índice r tal que ta, — a| < £, sempre que n > r. 
Logo, para todo n > r: 


lb; — al 


a,n maj <e 


poiss +n >n èr. 


Como (1, À 4...) converge para 0, encão [À Lite 


Ts) por 


VEZ; 
exemplo, também converge para O. 


Exemplo 17: Se q é um número real situado no intervalo 0 < q < 1, 
então a segiiência (q") = (1, q, q°, ...) converge para 0. 
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Seja e >0. Como 0 <q < 1, o exemplo 11 nos garante que existe 
r € IN* para o qual vale q' < £. Mas, de acordo com o exemplo 9: m > n = 
= qr < q". Logo, para todon > r: 


lg-0l=q <q <E 
PROPOSIÇÃO 4 Se (a,) é uma sequência de números reais, conver- 


gente em IR, então existe k € IR, k > 0, de tal sorte que lanl < k, para todo 
nèi 


Demonstração: Tomando-se e=1 (por exemplo) e supondo 
lim a, = a, então existe um índice r tal que 


la-al<l vn zr 


Como 
lasl — la! < la, — a) 
então 
laal = lal<1 
e portanto: 


lal<i+lal,vnzr 
Assim, se tomarmos k maior que cada um dos números 
lail, las, ..., facil, 1 + fal 
então é evidente que: 


la)<k,vnzt |] 


Nota: Uma sequência (a,) em IR se diz limitada se, para um convenien- 
tek E IR, k > 0, valefa,] < k, para todo n > 1. Logo, pelo que vimos, toda 
sequência convergente é limitada. A recíproca não é verdadeira. De fato, con- 
siderando por exemplo a sequência (1, 2, 1, 2, 1, 2, ...)= (as), então 
las] < 3, Yn > 1, mas (a, ) não converge para nenhuma € IR. Para justificar 
esta última afirmação tomemos £= -y 


1 a! 3. gd “a, 
—1|< ida q <a < 7; mas então |2 al>e= 7° 


Admitindo que a, > a, então 


l-al 
que não é possível. 


DEFINIÇÃO 4 Sejam (a,) e (bn) sequências de números reais. Por 
definição, a sema e o produto da primeira pela segunda são, respectivamente, 
(a) + (ba) = (a + ba) = (21 + bi, a + bos) € (a)(ba) = (anba) = 
= (aib,, azbz, ...), ambas obviamente também seqüências em IR. Sec E R, 
o produto de c por (a,.) é definido por c(a,) = (ca,) = (cai, Cas, ...). 
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Por exemplo, sea) = (1, ga po e= ; 5 5 i Es 


) ec=2, então 


pieh i 
abe (dd, 
2 


zadan, 


PROPOSIÇÃO 5 Sejam {a,) e (b,) sequências de números reais con- 
vergentes para a e b, respectivamente, e seja c € IR. Então a soma eo produ- 
to de ambas, bem como o produto de qualquer uma por c, também convergem 


em IR e: 
lim (a, + b,) = a + b, lim (a,b,) = ab e lim (ca,) = ca 


Demonstração: Faremos a prova apenas para o produto de (a,) por 
(ba). Seja k um número real tal que k > |a,|, para todo índice n, e > jb]. A 


existência dek é garantida pela proposição 4 e pelo fato de que sempre há um 
número real maior que dois outros dados. 


Seja £ EIR,E>0.Comoa, > a e b, — b, considerando o número 


E n na a 
real Zk > 0, existem índices r; € r; tais que: 


lan—a] < E vn Br 


e 
lb, -b| < 2 VaZm 
Logo, para todo n maior que re rz: 
lanb, — abl = lab, — a,b + a,b ab! < |a„b, — ab] + lab ab] = 
= lasllbn -b| + Jbffa, ~ ti 
La lbh =al <k zy +k TE 
o que prova que a,b, — ab. 


Por exemplo, como (a,) = (4) converge para O e (b,) = (=) 
n 


m+n+1 
Jaap converge para 1, (a,b,) = 


e peki 2 
=( + | converge para 0 e 2 (b,) = E) converge para 2. 


converge para 1, então (a, + b,) = 


DEFINIÇÃO 5 Uma sequência (an) se diz crescente se a; & ar € ... 
<a, <an <.. EscaDaD..>a Das... então (an) é cha- 
mada sequência decrescente, 

Por exemplo, (1, 1, 2, 2,3,3, ..., n, n, n + 1, n + 1, ...) é crescente; 


. (1, 4 3 4 e + EN Je um exemplo de seqúência decrescente. 


PROPOSIÇÃO 6 Seja (a,) uma sequência crescente de números 
reais. Se essa sequência é limitada e se a = sup {a|n > 1), então lim a, = a. 


Demonstração: Como (a,) é limitada, então existe k € IR de modo 
que la! <k, Yn > 1. Como a,  la,| <k, para todo n > 1, então (a,|n > 1} 
é limitado superiormente e portanto admite supremo a € IR. Dado £ > 0, co- 
mo a — € < a, então existe um índice r tal que a — E < a, <a. De fato, se 
a, < a - £ para todo n > 1, então a — € seria uma cota superior de (a,|n > 1} 
menor que a, o que não é possível. 

Mas então 


a-e<a kan K. Lacate 
ou seja: 
a-eXa<atre nar 
Mas isso implica que (segundo vimos em 3): 
laa-al<e, wnzr 
Donde lim a, = a. Ld 


EXERCÍCIOS 


469. Mostre que: 


sas Rea 
dlm qo! c) tim ( 22 + 3" 
b) lim ==0 ad tim ( 


470. Dada uma segiência (a,) em IR, se (ty, fa, Es, o 
r, <m <r < ..., então (bi, ba, bs, ..) = (ays Brg degr +0 
subseqüência de (a,). 

a) Sea, — a, prove que toda subseqiência de (a,) também converge 
para a. 
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471. 


472. 


473. 


474, 


b) Dê exemplos de seqüências que admitem subseguências convergen- 
tes mas que elas próprias não convergem. 

c) Seja (a,) uma segiência em IR. Se as subsequências (a,, as, as, ...)e 
(Bo, A4, 26, -..) convergem para a, mostre que lim a, = a. 


Resolução dec): Dado > 0, existem por hipótese índices r, (impar) e r, 
(par) de maneira que |a, — a| < £ para todo índice ímpar n > r,e para 
todo índice par n > rz. Ser = max (r,, r:), então |a, — a| < £, para to- 
don > r, o que conclui a justificativa. 


Seja (a,) uma sequência em IR. Se as subseguências (an), (azı+ı) € 
(aso+1) convergem para a, be c, prove que a = b = ce que (a,) converge 
também para esse valor comum. 


Se lim a, = a, prove que lim |a,| = Jal. 


Prove que: lim a, = à += lim la, — a] 


Considere a sequência de números racionais definida por recorrência da 
seguinte maneira: 


1 
a=2 € am= flat) mal) 


Mostrar que (a, ) é decrescente (estritamente, ou seja, a; > à, > a; >...) 
equea,>1,paratodon > 1. 


Resolução: Como a, — + + 0, pois cada a, é racional, e como 


1 q i R 
an= (at 5) Au) +2 
então a? > 2, para todo n > 1. Daí 
a 
a | 


para todo n > 1. Logo,2,>a,>a;> ... e (an) é estritamente decres- 
cente. Vamos supor 


1 1 ai 
ana Ea Ra a jia 


RR 


Então a? — 2 a, + 2 < 0, o que é impossível pois A <0. 
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475. Seja (a,) uma segúência decrescente e limitada. Mostre que 
A=(a,|n > 1) é limitado inferiormente e que se a = inf A, então (an) 
converge para a. 


Sugestão: Exercício 452 e proposição 6. 


476. i Classifique em crescente ou decrescente (se for o caso) cada uma das 
seguintes sequências: 


o! aa ) d) (sen (nn) 
n(ri=) o (3) 
c) m’ + (-iyn) f) ( a ) 


ii Das sequências crescentes ou decrescentes, quais as que são limita- 
das? 
iii Determine o limite destas últimas. 


477. Mostre que a sequência do exercício 474 converge em IR e que seu limi- 
teé VZ. 


Sugestão: Exemplo 16 e proposição 5. 


478. a) Sejam (a,) e (bn) segências de números reais convergentes respecti- 
vamente para a € IR e b € IR. Se a, > b,, a partir de um certo índi- 
ce, mostre que a > b. 
b) Sejam (a,), (b,) € (c,) sequências em IR tais que, a partir de algum 
índice, a, 4 b, < cp. Se lim a, = lim c, = a € IR, prove que (5,) 
também converge para a. 


Resolução de b): Seja r, o índice a partir do qual a, € b, & c,. Assim, 
para todo nr, -a, >-—b, > ~c, e portanto: a~ a, >a- b, > 
zac, Por hipótese existe r, tal que |a — a,| < £, Yn >s, € existe r3 
tal que |a — c| <£, Yn ro. Seja r = max {r,, r,, 1»). Para todo 
n > r há duas possibilidades: ia — b, > 0, o que implica a — a, > 0 e 
então |a — b,| < |a — an| < £. ii a — bn $ 0, do que segue b, — a > 0 
e então |b, — a] € |c, —a| <e. Portanto |b, — af < £, Yn > r, o que 
implica a = lim b,. 
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6. Séries infinitas de números reais 


DEFINIÇÃO 6 Seja (a,) uma sequência em IR. Indicaremos por 
atat... ta + 


ou, abreviadamente, por 


e chamaremos série determinada por (a,) a sequência (s,), onde: 


s= 


s= a, + az 


Os números a,, az, ... são os fermos da série € 08.84, S3, ..., 8,3 --. SÃO 
suas somas parciais (ou reduzidas). 


Uma série D a; se diz convergente se a sequência (s,) de suas reduzidas 


let 


converge para algum s € IR. Neste caso o número s é chamado soma da série e 


escreve-se > a=s 
izt 


Exemplo 18: Mostremos que a série infinita 


i i 1 - 1 
ltotqtgres > Za 
nei 
converge em IR. 
A sequência de suas reduzidas é 
s=1=2-1 
13.5, 14 
asltç=2=2-5 
1 1 7 1 
seltotq=7=2-7 
m=1+5+ =2- À 
2-1 
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Logo: 


G)=0-1,2-7,2- 


qu 
i 1 
(CDA, 24" 
Como (2, 2, 2,...) converge para 2 e qa converge para 0, então (s,) con- 
verge para 
24(-1).0=2 
devido à proposição 5. 


Exemplo 19: A chamada série harmônica 


negras z o 
não é convergente. De fato, observando que 

do betes 

Pepi 

St os TT 


então as somas parciais 


nte da SATA DT 


3408 3 
1 1 1 
a+2+7 


t 


i 
+ to 


tornam-se arbitrariamente grandes quando n cresce indefinidamente. À nota- 
ção seguinte é justificada por esse fato: 


| 
ad 


i=1 
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DEFINIÇÃO 7 Uma série infinita 


G 


z aq®-' = a + aq + aq? +... 


nel 
onde a e q são números reais dados (q * 0), chama-se série geométrica. 


PROPOSIÇÃO 7 Seja q € IR um número tal que 0 < q < 1. Então 


a série geométrica a + aq + aq? + ... converge, qualquer que seja a E Q, e 
sua soma é: 


Demonstração: Para todo índice n, a enésima soma parcial da série 
considerada é 


s=atag+.. + ag™' 


Daí: 
qsa = aq + ag? +... + ag" 
Subtraindo essas igualdades: 
Sn — qSn = a — aq" = a(l — q°) 
e portanto 
ss 2608). i 
Assim: 


il 


E a )conver ara e(g”) conver a 
Eq Eq ge p: —q a ge par: 


i 
O (exemplos 14 e 17), então (s,) também converge e seu limite é 


lim s= —2— 
ETA 


devido à proposição 5. E O] 
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= 
DEFINIÇÃO 8 Toda série J a, de números reais determinada 
nal 
por uma sequência tal que a, > 0, Yn > 1, recebe o nome de série de termos 
positivos. 
E A série harmônica, por exemplo, é uma série de termos positivos. O 
mesmo se pode dizer da série geométrica 


a 
2 


1 


1 + 
+q7tatg+ 


Notemos que se $ a; é uma série de termos positivos, então a sequên- 
izi 
cia (s,), 


de suas reduzidas é crescente. Logo, se (8,) for limitada, então converge para 
algum s E IR que é, por definição, a soma da série. 


PROPOSIÇÃO 8 Seja $a, uma série de termos positivos em IR. 


nat 


Se z b, é uma série convergente em IR tal que a, < b,, para todo n > 1, 
net 
então S a, também converge em IR. 
Dei 


Demonstração: Sejam s, = a, +... + a, e t, =b; +... +b,, para 
qualquer n > 1, Como (t,) por hipótese converge, então existe k € IR tal que 
lul<k Yn>1 
pois toda sequência convergente é limitada. Mas a, < b, (n > 1) implica que 
saat. Ha Kb +... tb St 

para todo n > 1. Então: 


lsd =s 8 t = ltal < k mt) 
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Assim (s,) também é limitada c, como é crescente (pois é uma série de 
termos positivos), então existe s E IR tal que s, — s. Ou seja: 


za 


Exemplo 20: Mostremos que toda série 


Rice di an 
w tote t eteo 


onde os a; são inteiros, O < a; < 9, para todo i > 1, converge em IR para um 


número positivo menor que ou igual a 1. 
Observemos primeiro que: 


an 9 
T < wed 


= 9 r : Es M 
Mas > 10% = 16! jog + é uma série geométrica de razão 


1 $ 
q= 19 Us, portanto, converge em IR e cuja soma é 


pda 
10 
ER 
10 
A proposição anterior nos garante então que a série dada converge em IR. 
9 


Como 1 é uma cota superior de {t,|n > 1), onde t, = 2 +g tet 


t= =1 


bea 


+ TG então 1 também é cota superior de {s,|n > 1h s,= 21 +...+ ai 


a 
10 
e portanto a soma s da série dada é menor que ou igual a 1, Como cada termo 
da sénie é positivo, pode-se concluir que s também é positivo (justifique). 


EXERCÍCIOS 
A Ea a a 1 
479. Considere a série infinita 2 Tar 
a) Ses, é a enésima reduzida da série dada, mostre que s, = — E r 
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480. 


481. 


482. 
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b) Mostre que a soma dessa série é igual a 1. 


1 


Sugestão para a): ER 


asas 
“a 


PEER ERES 
n(n+1) 


” 


Se uma série $. a, converge, prove que lim a, = 0. 
a 


Resolução: Indiquemos por s, (n = 1, 2,3, ...) as reduzidas e por s a 
soma da série dada. Então lim s, = s e portanto, dado € > 0, existe um 


índice r tal que [s — sal < = vn > r. Assim, para todo n > r: 


lanul= [sari = Sal = f8 = Sa + Saa = Sl € ls = sal + saei = Sl <E 


Logo: lim a, = lima, = O 


o o 
a) Dada a série > a, se lim a, O, prove que D, a, É divergente (= 
nal net 


não é convergente). 


b) Mostre que são divergentes: 


mento DI o 
& 


nel nel 


Seja c + O um número real. 
- = 
a) Se S a, é convergente, prove que J ca, também é convergente; 
aci nal 


e que, se a soma de S a és, ade J, ca, écs. 


nai aci 
b) Se Z a, é divergente, mostre que J ca, também é divergente. 
aai fe 


E | r 
c) Mostre que 3 a é divergente. 
n=l 


a a a 
483. Ses= -ip + wt J07 too (Ao te o an «EN; 08a <9), 


484. 


485, 


mostre que: 


10's = ajag.. .a, + 


r41 arta Br 
16 to to to 


ão: s= lim [21 dr 
Resolução: s dim ( tt e + Er 
hipótese. Logo (usando a proposição 5): 


noo 


10's = lim (10a Ota a ta a a 4 Bren )- 


= x Arsi 4 Arig ann |a 
lim (a, az ato t tet T 


meaç o zaçã lia Em A Em 
est Ro too tt qe )= 


Saa at al Gatto + Desa 4, 


Lica E? az 
107" 5 ot oe + or te 


Seja 3 b, uma série de termos positivos que sabemos ser divergente. 
nel 
Se (a, ) é uma sequência em IR tal que a, > b,, para todo índice n, prove 
que 3 a, também é divergente. 
nzi 


Resolução: Sc $ a, fosse convergente, pela proposição 8 a série 
m 

I b, também teria que ser. 

aci 
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e! M 
486. Mostre que 3 F é divergente. 


nal n 


Sugestão: Use o exercício anterior, comparando o termo genérico da 
série dada com o da série harmônica. 


is ola 
487. Mostre que a série z gy g é convergente. 
fre 


Sugestão: Usc a proposição 8 para comparar o termo genérico da série 
qd 
dada com o termo genérico de Z ga 
488. Deixa-se cair uma bola da altura de 4 m. Cada vez que a bola atinge o 
- F 3 
solo, após cair da altura de h m, volta uma distância de 7 hm. Deter- 


mine a distância total percorrida pela bola. 


a æ s 
489. Se > a, e > b, são séries convergentes de soma s € t, respectiva- 
nei nel 


mente, mostre que J (an + ba) também converge e sua soma É s + t. 


azi 
Resolução: 

o n 
> @+tb,)= lim (3 (+29) ini 
nal no A jei 

n n n 3 x 

=lm | Z a+ J bj=im J ajzżlim Z b= 

ara | f & nem Sm no Sei 
=stt 


a o 
490, Se a, é convergente e 3 bn é divergente, mostre que > (a + bn) 
n=1 


ae nel 


é divergente. 
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7. A representação decimal de um número real 


Seja m um inteiro positivo qualquer e consideremos inteiros a,, az 
tais que0 < a; < 9(i= 1,2,...). Do que vimos ao final do parágrafo anterior 
podemos concluir que a série 


converge em IR. Ou seja, a soma dessa série é um número real a. Para indicar 
este número adota-se a notação 


a= M, Aj 84 ag 


chamada representação (ou forma) decimal de a. 
Se para todo índice r existe um fndice s > r tal que a, + O, então essa re- 


presentação se diz infinita. Por exemplo, a representação decimal da soma da 
série 


é infinita. Essa representação é: 
1,020202 ... 


Caso contrário, existe um fndice r tal que a, = a, 
isto ocorre, então 


= = & a 
a=m ou a=m+ -p t- +, 


= 0. Quando 


rsi = 


cuja representação decimal, introduzida no capítulo IV (6), ou seja, 


a 


m o &=m,ā az... a, 


passa a se chamar finita, em contraposição ao caso anterior. 
Das considerações anteriores resulta então que a soma de toda série 


E Es 
m+- to tetos des 


ondem, a, a,,... EZ, m > 0e0 < a < 9 (i= 1, 2, ...), admite uma repre- 
sentação decimal (finita ou infinita). Assim, toda expressão 
M, a; az âg... 


representa um número real positivo. Mostraremos a seguir que vale o recipro- 
co desse fato. 
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TEOREMA 2 Se a é um número real positivo, então existem inteiros 
positivos m, a,, 22, ..., onde O < a; < 9, de maneira que 


a=m,aaas... 
Demonstração: Seja [a] = m. Então mga<m+1. Se a =m, 


então o próprio m é a representação procurada. Se, em vez disso, 
m< «<m + 1, consideremos o maior dos números 


mm mt o mt To 
7 10? 10700? 10 

que não supera a. Sem + + é esse número, então: 
a+l y 


m=m+ mw <a<m+ =e 


10 


Se a = a, então 
a=m,a, 
e a demonstração se encerra, Caso contrário, repete-se o raciocínio anterior, 


ou seja, toma-se o maior dos números 


arn 4,9 
jo t 100º mto * To 


m+, m+ 
70" 


ã Pu E E a ás ão: 
que não supera a. Se m + TO * TOO é esse número, então: 


z a a Aek 
Q=m+ 10 + mo ti<mtt— 


=a; 


Se a = q,, então: 
a= M, aj a; 


e nada mais há que fazer. Do contrário repete-se o mesmo procedimento, 
Nessa linha de raciocínio pode ocorrer de, para algum r, 


a= m, aaz... a, 


o que conclui a demonstração. Se isto não acontece para nenhum r, observe- 
mos os seguintes subconjuntos de IR: S = {@,, az, ...Je T = {a}, az, -h 
Obviamente, todo elemento de S é menor que todo elemento de T. 
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Por outro lado, dado € > 0, seja r > O um número natural que verifica a 
desigualdade 


1 


Ir $E 
Então: 
sa a ai at 
a a= (med +t to 


-(m+ Ste ger + 5) + <e. 
Como q, < a < a, então a — a, < a} — a, e portanto 
a-a<e 
Considerando porém que para todo n > r vale 
a<a «a 
então: 
A-a ga- LE 


Levando em conta que fa — 


a-—a,, então 
Ja — a„! < £, para todo n > r. 
Logo a, — a, ou seja 


a a 
m+ Wt to 


o que nos permite escrever: 


a=m,aãa... 
E E E E 
Na representação decimal de um número a > 0,0 = m, aa,a,..., mé 


sua parte inteira, a, é a primeira casa decimal, a, é a segunda casa decimal, e assim por 
diante. 


Sea<0elal = m, aja,... (finita ou infinita), entende-se por repre- 
sentação decimal de a a seguinte expressão: 


a=-m,aã;...=-—L(m, aja...) 


Assim, pelo que vimos neste item, todo número real a pode ser caracte- 
rizado por admitir uma representação decimal 


m, djãçãs... OU  —m, aaa... 


finita ou infinita, onde m, ay, dy, ... E Ne0<a<9(i=1,2, 
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Exemplo 21: Vamos obter a representação decimal do número 
a = V35, até a terceira casa decimal, usando o procedimento desenvolvido na 
demonstração do teorema anterior, a título de ilustração. 

Observemos primeiro que m = [a] = [V3] = 1. Procuremos agora na 
„seqüência 


ou seja, em 
1,1; 1,2;...; 1,9 


o maior número que não supera V3. Como (1,7)? = 2,89 e (1,8¥ = 3,24, 
esse número é 1,7. Usando a notação do teorema: a, = 7. 
Agora na sequência 
7 7 1 7 9 


I+ w0. tt 10 + 70000 !+ 


ou seja, em 
1,7; 4,71; 1,925... 1,79 
procuremos o maior número que não supera V3. Como (1,73)? = 2,9929 e 


(1,74)? = 3,0276, esse número é 1,73. Assim a, = 3. 
Agora vejamos em 


7,3 1 1,3 2 
1+- too t Too’ t+ To tio t Too 
7 3 9 
1+ i + i * Too 
diem 


1,731; 1,782; 1,733; ...; 1,739 
o maior número que não supera V3. Observando que (1,732)? = 2,999824 e 
(1,733) = 3,003289, a resposta é 1,732. Assim a; = 2 e 

V3=1,782... 


O processo que usamos pode ser visualizado da seguinte maneira: 


Dividamos o intervalo [1,2 em dez subintervalos de mesma amplitude 
que serão numerados de O a 9: 


266 


Como 1,7 < V3 < 1,8, ou seja, como V S pertence ao subintervalo ao qual as- 
sociamos o numeral 7, então: 


VT = 1,7... 


Agora devemos dividir [1,7; 1,8[ igualmente em 10 subintervalos de 
mesma amplitude, os quais também devem ser numerados de 0 a 9. 


Como 1,72 < V3< 1,73, então V 3 pertence ao subintervalo assinalado 
com o numeral 2. Daf: 


V3=1,72... 


E assim por diante. 


Exemplo 22: Assim como chegamos à representação decimal de um 
número a € IR, poderíamos, por exemplo, chegar à sua representação biná- 
ria. Vejamos como isso poderia ser feito para V3 = V (II). 

Evidentemente, a parte inteira de V(1D; é 1. Assim devemos dividir 
[1,2[ em dois subintervalos de mesma amplitude, aos quais atribuímos os dígi- 
tos Q e 1 para numerá-los em ordem. Levando em conta que V'3 pertence ao 


1 t 2 
t+ 


segundo desses subintervalos, o que pode ser observado pela primeira figura 
do exemplo anterior, então: 


ii Vk = 1,1... 


Agora é o intervalo [1 + +, 2[ que deve ser subdividido em dois de mesma 
amplitude, atribuindo-se aò primeiro o numeral O e ao segundo o numeral 1. 
Como V3 pertence ao primeiro desses subintervalos (ver as figuras do exem- 
plo anterior), então: 


VTR = 1,10... 
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8. A teoria da representação decimal em Q 


É bem conhecido o algoritmo que fornece a representação decimal de 


um número racional a =>, onde t e s são inteiros estritamente positivos. 
t 


Por exemplo, se a 6’ então: 
11 6 
50 1,833 
20 
20 
2 
Ou seja: 
11 
q 5 183.. 


O lema a seguir justifica esse algoritmo a partir do teorema 2. 


s > A AREA r 
LEMA Seja a = -p um número racional onde r e s são inteiros estri- 


tamente positivos. Se 


é a representação decimal de a fornecida pelo teorema 2, então: 


ie | br, | onde r, é o resto na divisão de s por t 


as | fora onde r; é o resto na divisão de 10r; por t 


he Í Si | onde r, é o resto na divisão de 10r; por t, ... 


Demonstração: Se E] = m, então s$ = tm + r; (0 < 1; < t). Como, 
de acordo com o teorema 2, 


r ati 
m+ $t” =m+ q-<m 10 


então: 
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Daí, observando que a; ¢ a, + 1 são inteiros consecutivos 
10r, 
asm 


Estabelecido assim que o resultado vale para a primeira casa decimal, a 
rigor deveríamos proceder por indução. Mas seremos informais. Provaremos 
apenas que também vale para a segunda casa decimal. O leitor perceberá, en- 
tão, que o raciocínio pode ser repetido quantas vezes for necessário. 


K 


Levando em conta que à, = [ À ] , então, aplicando o algoritmo da 
divisão para 10r; e t 
iOr =ta +n(0<r,<t) 


Observando que 


y a \_ 10s- 10m- ta, _ JOr-ta ty 
(m+ jy 10t Tot Tor 


s 
ET tr 


Logo, considerando o teorema 2: 


a+ A <mt- + cm4 


mt 10 * Tor 10 


Dessas relações segue que 


e portanto: 


Analogamente 
10r 
a= jee | 


onde 10r, = ta; + r, (0 < r, < t), e assim por diante. 

Observemos que como a,, a;, às, ... são os quocientes da divisão cucli- 
diana de 10r,, 10r,, 10r;, ..., respectivamente, por t, além de m ser o quo- 
ciente da divisão de s por t, então o algoritmo pelo qual usualmente se chega à 


$ ae ae 
representação decimal de < fica justificado, B 
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Nota: Da demonstração anterior pode-se tirar, também, a seguinte 
consequência: r,, rz, F3, -.- São os restos da divisão euclidiana de 


s, 10s, 10%, ... 
respectivamente, por t. 
Quanto a r,, não há o que provar, poiss = tm + r (0< r, < t). Daí se- 
gue que: 
10s = 10tm + 10r, 
Como porém 10r, = ta, + r, (0 < r, < t), então 
10s = (10m +a)t+r; (0<r;<t) 


e portanto na divisão euclidiana de 10s por t o resto é r;. 
Mas da última igualdade se obtém que: 


10º = (10m + 10a,)t + 10r; 
Levando em conta que 10r, = ta, + r; (0 < r < t), então 
10% = (102m + 10a, + at + r; (0 < r, < t) 
e portanto nossa afirmação também é verdadeira no que toca a rz. E assim por 


diante, 


Exemplo 23: Voltemos ao número a = 


lOr, — 50 18 


-81-1 


4 
s 


10r; 


4 
n 


te [28] [e] 


Como r, = r, = 2, então todas as casas decimais seguintes serão iguais 
a3. 
270 


8.1 Dízimas periódicas 
Entendemos por dízima periódica toda representação decimal que se ajus- 
ta a um dos seguintes modelos (ambos infinitos): 


M, aiaz.. Apaia e 
ou 


m, bsb, ...byaçã,... dad, + Ap oo 


onde m > 0, 0 < a; < 9, 0 < bj < 9, com um dos a;, pelo menos, não nulo 
O grupo de algarismos a,a, ... a, chama-se período e o grupo b,b, ... bq 
anteperíodo (ou pré-período ) da dízima periódica. O número p > 1 é o comprimento 
do período e o número q > 1, o comprimento do anieperiodo. 
Admitiremos sempre que o período tenha o menor comprimento possí- 
vel. Por exemplo, em 


0,25252525 , 


o período é 25 e não, digamos, 2 525 ou 252 595. E no caso de haver ante- 
período, exigiremos que bjb;, 1 ... b4 É a,az .-. ap, sempre que 14 j< q. Por 
exemplo em 


0,1259525... 
o anteperíodo é 1 e não, digamos, 125 ou 12 525. 
Adotaremos, então, as seguintes notações: 


m,a,ã,... 2,ãjã)... A... = Maj... à, 
e 


m,bib;...bçaã,...açação cap = m, bby., ba TA, 


Por exemplo: 
2,3535 ... = 2,35 


8,63535... = 8,635 
1,8333 ... = 1,83 


TEOREMA 3 A representação decimal de um número racional estri- 
tamente positivo ou é finita ou é uma dízima periódica. Reciprocamente, as 
representações decimais finitas de parte inteira estritamente positivas e as dízi- 
mas periódicas representam sempre números racionais maiores que zero. 


Demonstração: 
(=) Sjaa = + (5, 1 > 0)0 número racional, Mantidas as notações do lema 


anterior e considerando a nota que o segue, os restos na divisão eucli- 
271 


272 


diana de s, 10s, 10%, por t são r}, r3, 73, -.. respectivamente. Admi- 
tamos que mdc(s, t) = 1 (isto sempre é possível). 

Se, para um certo k > 1, r, = 0, então t|10*-'s. No caso k = 1, 
se conclui que t = 1 e portanto q é inteiro; a representação decimal de « 
é o próprio s e portanto é finita. Se k > 1, como mdc(t, s) = 1, então 
t| 10-1 e portanto os fatores primos possíveis de t são 2 e 5, o que mos- 
tra que + um racional decimal; mas então 

a, A Ei 
qem q t+ TE 
e daí sua representação decimal é finita, ou seja: 


s 
q Tm, aaz... ap 


Suponhamos agora que r, # 0 para todo k > 1. Ainda devido à 
nota ao lema anterior, podemos pôr 
s = r, (mod t) 
10 s = ra(modt) 
10% = r, (mod t) 


Como nenhum dos r, é nulo e 0< r;< t (i = 1, 2, ...), então hå um 
primeiro índice k + 1, k> 0, de maneira que r, ,, é igual a um dos res- 
tos anteriores. 

Admitamos inicialmente r,,, = r,. Então 10*s 
portanto: 


10*+!s = 10r, = 10s = r, (mod t) 
Como 


10%t'g = ry, (mod t) 


EOL ra, Tu < t, então r,,; = ro. Analogamente se mostra que r,,; = 
E Pas eo Pi = Pin Torpi = Fis Tagg = Foo ooo Tak = Tya oo Logo: 


an=] 10. |+| 10r, 
E t 


e portanto neste caso a não tem pré-período e seu período é aja; ... ap 
(comprimento k). Ou seja: 


=m,ãão... a 


No caso r; a =, 1 (0< p< k), se fizermosk = p + q, a mesma argu- 
mentação anterior nos levará à conclusão que 


e=m,aão... A,ãp,12p42 


dp+a 

pois agora ar, = apegar = Aperto ce: Aq E paq = Ms etc. À dízima 
obtida tem então anteperíodo de comprimento p e período de compri- 
mento q. 


(<=) Dada uma representação decimal finita conforme o enunciado 


m, ajaz... à, 


o número expresso por ela é: 


a ap 
m+ 10 ego TOF 


certamente um número racional. 

No caso das dízimas, faremos a demonstração apenas para a hipótese 
de existir pré-perívdo. Para a outra possibilidade, a argumentação é se- 
melhante (veja-se exemplo 25 a seguir). Vamos supor, pois: 


x = m, bb... ba, 
=m +0, bbz... bya; 


Multipliquemos 
y = 0, bib... baião... aãão... Ap. 
sucessivamente por 109+? e 10%: 
109 *Py = bibs., bqajag ... ap, ão... Açao Aço 
10%y = byb; ... bys 818z e apajāg eo Aço 
(Se o leitor tem alguma dúvida sobre a validade desse procedimento 
para multiplicação de dízimas por potências de 10, veja exercício 483). 


Então, subiraindo membro a membro essas igualdades (por que isso é 
possível?): 


(109+? — 109)y = bybo...bçaa...a, — bib: b 
q 

e daí: 
bb; ... byarão o. ap — b,b 
To per- 108 
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Como porém 
109+» — 109 = 109(10P — 1)=104.99...9= 99...90...0 
onde o número de “noves” é pe o de “'zeros” é q, então 


y = iba vo. babaa ee dp — bibas» by 


9... 900... 0 

Observe-se que a fração em que y se transformou, demonstrando que 
x = m + y representa um número racional maior que zero, tem tantos 
“noves” no denominador quantos são os algarismos do período e tan- 
tos “zeros"” quantos são os algarismos do anteperíodo. n 

A fração em que se mostrou ser possível transformar y é chama- 
da geratriz da dízima representada por y. Sua soma com m fornece 
uma geratriz de x. 


Nota: Se a representação decimal de um número é finita, o mesmo se 
pode dizer da representação de seu oposto. Por exemplo: 


5 5 
se 0,625 = q —0,625 
E se a representação de um número é periódica, também a de seu oposto é pe- 


riódica. Por exemplo: 


59 59 

gg = 0555... = — qo = 706535... 
24 Mo. 

pg T0242.. = dg = 02426... 


Assim podemos concluir, em face do teorema anterior, que os números 
racionais se caracterizam por terem uma representação decimal finita ou infi- 
nita e periódica. Consequentemente os números irracionais se caracterizam 
por serem os números reais que, em sua representação decimal, têm expres- 
sões que nem são finitas e nem são periódicas. 


Exemplo 24: Achemos a geratriz de x = 1,24545..... 


x=1+0,24545...= 
245 243 1233 
=1+ ga T lt -g0 = 990 


Exemplo 25: Achemos a geratriz de x = 0,357 = 0,357357.... 
Como 10x = 357,357357 .…. , então 10°x — x = 357. Daf: 


(10° — 1)x = 999x = 357 


Donde: 
357 
999 


x= 
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PROPOSIÇÃO 9 seja > 0 uma fração ordinária irredutível cuja 


representação decimal é uma dízima periódica, Para que essa dízima não 
apresente pré-período é necessário e suficiente que mdc(t, 10) = 1. Neste caso 
o número de algarismos do período é a ordem de 10, módulo t. 


Demonstração: 
(=) Se não há pré-período então, pelo que foi visto na demonstração do teo- 
rema 3 e mantidas as mesmas notações 


10% = r, (mod t) 
onde k + 1 é o primeiro índice tal que T, , , = r; € r É O resto na divisão 
desport. 
Como s = r, (mod t), então: 
10%s = s (mod t) 


Levando em conta que mdc(s, t) = 1 podemos cancelar s nessa con- 
gruência, resultando 


10% = 1 (mod t) 
ondek > 1. Daí segue que 
10 tv=1 
para algum v E Z e portanto mdc(t, 10) = 1. 


(=) Os elementos da sequência 
s, 10s, 102s, ... 


não podem ser tedos mutuamente incôngruos módulo t. Daí que para 
um par p, q de naturais, p > q, deve ocorrer 


10» = 10% (mod t) 


Mas da hipótese mdc(t, 10) = 1 decorre que mdc(t, 109) = 1 e então 
podemos cancelar 10% na última congruência: 


10P-9s = s (mod t) 
e daí 
10r-ss = r, (mod t) 
Mas 
1107-15 = 1, 4,1 (mod t) 
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Assim rp qui = Yı pois O < ri, Tp_qs1 < t Se k + 1 é o primeiro índice 
para o qual r, = r4, então, de acordo com o teorema anterior 


5 
— = m, aaz 


a) 
T k 


a sr dis A 
o que prova esta reciproca, ou seja, spo ÃO; apresenta anteperíodo. 


Masser;,,;=r,/ek + 1 éo menor índice nessas condições, então 
k é o menor expoente tal que 10* = 1 (mod t). De fato: 
e ser, =r,, então 10*s =s (mod t) e cancelando s obtém-se que 10% = 1 
(mod t); 
* Se 10"=1 (mod t), então 10°s = s (mod t) e daí r,+, = r; logo n +1 > 
2k+lenzk. 
Então efetivamente k (período de=) é a ordem de 10, módulo t (ver 


cap. III, item 13). m 


Exemplo 26: Seja t = 7. Como 10 =3 (mod 7), 10 = 2 (mod 7), 
10° = 6 (mod 7), 10º = é (mod 7), 10º = 5 (mod 7) e 106 = 1 (mod 7), então a 
ordem de 10, módulo 7, é 6. Assim as frações = 
(+= Ms) são representadas por dízimas periódicas sem anteperíodo (pois 
mde(?, 10) = 1) e com 6 algarismos no período. Por exemplo: 


em ques > 0e mdc(s, 7) = 1 


7 = 0,142857142857... = 0,142857 


PROPOSIÇÃO 10 Seja Ž (s > 0 e t > 0) uma fração irredutível em 
que t= n 2º. 5f, n > 1, mde(n, 10)= 1 e pelo menos um dos expoentes 
não é nulo. Então o pré-período da dízima periódica que representa + tem 


comprimento y = max (a, $} e seu período tem comprimento igual à ordem de 
10, módulo n., 


Demonstração: Vamos manter ainda as notações do teorema 3 e do 
lema que o precede. Como há pré-período, se k + 1 é o primeiro índice 
(k > 1) tal que r, , ; é igual a um dos restos anteriores e se p é o menor índice 
para o qual r,,,=",.1, fazendo k = p + q, então r,,q+1 = Tpes (ver de? 
monstração do teorema 3) e portanto 

10P*as = 10Ps(modt) (°) 


onde t= n - 2º. 5%, Como mde(s, t) = 1, então mde(s, 2º) = mde (s, 58) = 1. 
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Uma vez que da congruência anterior segue 

n-2º-5]s- t0. (10001)  (*) 
então 2°] 10° (pois 2º é primo com s e com 10% — 1 = 99....9)e 5º|1Or(por ra- 
zões análogas). Daí p > e e p > fß, o que implica p > y. 


Por outro lado, da relação (**) segue, observando que mdc(n, 10) = 1, 
que 


n|s (10° — 1) 
Daí 
2°- 5°. n]s- (104 1) 10 
pois y > a e y > f. Esta última relação pode, contudo, ser expressa por 
10r+as = 10's (mod t) 


da qual resulta r, , 4,1 =T, «1; $e y < p, ficaria contrariada a hipótese de que 
T, , ı Ê 0 primeiro resto igual a um dos anteriores; logo, y > p. 
Donde y = p, o que garante a primeira afirmação da proposição, ou 


E $ 5 f 
seja, que o anteperíodo de Es tem comprimento y. 


Da congruência (*), observando primeiro que mdc(s, t) = mdc 
(s, n- 2°- 5°) = 1, resulta que 


10P > 109 = 10? (mod t) 
e daí que: 
n|10 (109 — 1) 


Como mdc(n, 10) = 1 e portanto mde(n, 10?) = 1, então 


niçtos— 1) 
ou 
10º = 1 (mod n) 
Agora, se 
10" = 1 (mod n) 


como 2º - 58/10" (pois p = y), então 
10° +" = 10º (mod t) 
o que implica 
10P+“g = 10Ps (mod t) 


e portanto T, , «+1 = Tp , 1- Considerando a escolha de k = p + q, então u > q. 
Logo, q é de fato a ordem de 10 módulo n. Como q é o comprimento do 
período, a demonstração está concluída. z 
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Exemplo 27: Consideremos as frações irredutíveis e estritamente posi- 
tivas, de denominador 12 = 2? - 3. 
Como o 5 não é fator primo de 12, então $=0 e portanto 
y = max (0, a = 2) = 2. Logo, essas frações têm como representação decimal 
dízimas com dois algarismos no pré-período. Por outro lado, observando que 
* 10 = 1 (mod 3), a ordem de 10, módulo 3, é 1 e cada uma dessas dízimas tem 
apenas um algarismo no período. Por exemplo: 
1 


12 = 008833... 


EXERCÍCIOS 


: 3 
491. Determine a representação decimal dos números V5, V7e VŽ, até a ter- 
ceira casa após a vírgula, usando o procedimento do teorema 2, 


492. Determine geometricamente a representação binária dos números V5, 
V7 e V7, até a terceira casa após a vírgula. 


493, Ache as geratrizes das seguintes dízimas periódicas: 


a) 0,0444... d) 1,03 
b) 2,1313183... e) 24,24424249.... 
c) 1,476 f) 0,01872 


494. Determine o número de algarismos do período da representação decimal 
das frações ordinárias irredutíveis cujos denominadores são: 


au b) 13 c) 17 d) 21 


495. Determine o comprimento do anteperíodo « o do período da represen- 


P : 1 E 
tação decimal de -n POS seguintes casos: 


an=3:5 d) n= 42 
b)n=2:32.5 e) n=63 
c) n= 105 f) n = 190 


496. Seja Z, 0< Z < 1, uma fração irredutível. 


a) Determine todos os possíveis valores de n > 1 de maneira que a re- 
presentação decimal desse número seja infinita, com um algarismo 
no pré-período e dois no período. 

b) Tomando para n a menor das soluções encontradas em a), qual o va- 
lor de m para o qual o pré-período seja 3? 
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Resolução: 
a) Como há anteperíodo, então mdc(n, 10) 4 1 e portanton =X. 2º. 5º, 
ondek#2ek #5, k>1(sek= 1, seria um número raciona! 


decimal) e um dos expoentes é maior que zero (lembrar que o com- 
primento do pré-período é igual a max (a, AJ). Observando porém 
que 


1 = número de algarismos do pré-período = max (a, f) 
então n = 2k, n = 5k ou n = 10k. Além disso 
2 = número de algarismos do período = ordem de 10, módulo k. 
Observando que 10º = 1 (mod k) implica que k |99, então k deve ser 
procurado entre 3, 9, 11, 33 ou 99. Como 10! = 1 (mod 3)e 10' = 1 
(mod 9), 10 tem ardem 1 módulo 3 e módulo 9; assim 3 e 9 devem ser 


descartados. Restam k = 11, 33 ou 99. 
Donde: n = 22, 66, 198, 55, 165, 495, 110, 330 ou 990. 


b) Supondo = = 0, abc, devemos impor que 


m osp- Sb-3  c+10b+100.3-3 
22 To 990 7 990 = 
297 + be 
990 


o que leva a 


= 297 + be 
E 45 
Como m deve ser inteiro: 


be = —297 = 18 (mod 45) 
Considerando que bc é formado de dois algarismos (b e c), então 
be = 18 ou be = 63. Daí m = 7 ou m = 8. Gomo Æ deve ser irre- 


dutível, a fração procurada é 


7 
zz = 031818... 
497. Considere uma fração irredutível Z tal que 0 < Z < ten é formado 
por dois algarismos. 
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a) Determine todos os valores possíveis de n > 1 a fim de que a repre- 
sentação decimal desse número seja infinita com um algarismo no 
anteperíodo e três no período. 

b) Tomando para n a menor das soluções encontradas em a), determine 
m a fim de que o pré-perfodo seja 8. 


498. Considere a fração L., onde n = 3 : 10" (e > 1). 


a) Qual o comprimento do pré-período de 1 ? 


b) Dado f E IN, f > 1, determine a relação entre os pré-períodos de 


c) Determine fi de maneira que o pré-período e o período de -iz tenham 


três algarismos. 


499. Determine os possíveis valores de n > 1 a fim de que + gere uma dizi- 
ma periódica simples (sem anteperíodo) c: a) seu período tenha compri- 
mento 2; b) seu período tenha comprimento 4, 

500. Considere uma dízima periódica gerada por uma fração irredutível 
= tal que mde (n, 9) = 1. Mostre que o período da dízima é divisível 


por 9. 


Resolução: Podemos supor m < n. Assim, seja 0, b; b... b, EEE, 
a representação decimal de =. Logo (ver demonstração do teorema 3): 


m bbb. G — b by... by 
n` 99 ... 900.. O 


onde o número de “noves” é t e o de “zeros” é s. Observando que 


E, = ci €z ++» ©, + 10' + (bi bz -~ bs) 


bi by a.. D, €i Cae 


e fazendo c; cz ... €, = P e b, b, ... b, = A, então (99 ... 900 ... 0) : m = 
= nfc, cz... c + 10" + (b, bz... b,) — b, ba ... b] = 

=n[P + A(10' — 1)] 

Como 9/99 ... 900 ... 0, então 9 divide n[P + A(10' — 1)]. Mas sendo 
primo com n, 9 é divisor de P + A(10' — 1). Levando em conta que 
10º — 1=99... 9 é múltiplo de 9, então 9|P. 
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501. Considere uma dízima periódica gerada pela fração irredutível =, Se o 


número de algarismos do período é par e mdc(n, 11) = 1, mostre que o 
período é múltiplo de 11 


502. Mostre que: 
a) 0,999 . 
b) 1,24999 
c) 0,334999 .. 


d) 4,2 = 4,1999.... 
e) Se m >0e a= m, 999 ..., 
entāoa=m+1 


503. Seja p > 1 um número primo diferente de 2 e de 5. Mostre que se o 


período da dízima gerada por 3 tem um número par de algarismos, 


a, então a; +a, = atag n = 


1 Es 
digamos 70 ma 
=a, + a, = 9. Por exemplo: 
= = 0,142857, onde i +8=4+5=2+7=9 
or hipótese, 2t é o menor expoente estritamente positivo tal 


(mod p). Daí (10' — 1) (10 + 1) = 0 (mod p) e portanto 


100 +1 1 
+i Lig. E aserum 
e P 


10 + 1 = 0 (mod p). Isso obriga 


número inteiro. 


504. Seja a uma fração irredutível que gera uma dízima periódica com um 


pré-período de s algarismos. 


m? 


a) Mostre que a representação decimal de == também apresenta pré- 


período. 


b) Prove que o pré-período de = é formado de 2s algarismos. 


Resolução de b): Da hipótese segue que n =k - 2º. 5º onde k > 1, 
mdc{k, 10) = 1 e pelo menos um dos expoentes não é nulo. Além disso: 
s = max fe, f}. Como 


mê 
ç nt CR 


e as condições da proposição 10 se verificam para o denominador da últi- 


2 
E n PI m 
ma fração, então o pré-período de “ar tem 


max (2a, 28) = 2 max (a, 6) = 2s 


algarismos. 
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505. 


506. 


507. 
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Seja n > 1 um inteiro. 
2+1 


— + não é irredutível, então 
n? = 1) 


a) Mostre que se a fração 


mde(n? + 1, n(n? — 1)) = 2. 
b) Mostre que, em qualquer caso, sua representação decimal é infinita e 
apresenta pré-período. 


Sugestão para b): Mostre que, mesmo quando se dividem numerador e 
denominador por 2 (na hipótese em que isto é possível), o denominador 
obtido é múltiplo de 6. 


Mostre que para todo inteiro n, n # —2, n *# —1 e n £ 0, a representa- 
ção decimal de 


apresenta pré-período. 


Seja e um número real. Se n > f é um inteiro, mostre que existe um 
número racional E , 1X q<n, para o qual: 


Pp 1 
le-s i 

Resolução: Usaremos o princípio da casa dos pombos ou princípio das gavetas 
de Dirichlet cujo enunciado é o seguinte: “Se n + 1 objetos são colocados 
em no máximo n gavetas, então uma delas pelo menos ficará com mais 
do que um desses objetos”. 
Consideremos os n + 1 números 0=0 - a, a ~ |a], 2e — [2a], ..., 
na — [na], todos do intervalo [0, 1]. 
Dividamos este intervalo em n subintervalos por meio dos pontos 

0 1 n-1 n 


0=5,+, a O 
n'n n?n 
(n=6) 
o À 2 4 4 5/8 
€ To w 6 w! 


Estes n subintervalos são as gavetas onde estão os n + 1 números 
ka — [ka] (0 < k < n). Logo dois desses números, digamos ra — fra] e 
sa — [sa], 0 £ r <s < n, estão na mesma gaveta, o que significa que a 


distância entre eles é < È. Fazendo s -r = q e [sa] -[ra]=p, 
então: 


laa =p] = (s se = (ts) ~ tra)l = 
Ksa — [sa]) = (ra — [ral < À 


n 


508. 


Daí segue que: 


le-Lic £ 
q's nq 


Para concluir, observemos que 0 <r <s <n > IGq=s-r<s<n. 


O exercício anterior fornece um método de aproximação de números ir- 
racionais por números racionais. Use esse método nos seguintes casos: 
aja=Võen=3 
be=V3en=4 
c) a 
d) a= 


en=6 
= 2,718281 ... e n=5. 


Resolução de a): Como V2 = 1,414213 ..., devemos considerar os 
4 números: 0=0 VÝ: V2— [VŽ] = 0,41421 ...; 2/2 - [2V7] = 
= 0,82842 ...; 3V2 — [3/2] = 0,24264 ... que estão no intervalo 


+ + 
As i 1 
3 
unas pae ; 1 
o primeiro e o último no subintervalo [0, 3 ]. Logo, mantendo a notação 


do exercício anterior: r=0e s = 3 e daí q =s — r =3 e p = [3a] - 
— [0a] = [3V2] — [0] = 4. Assim, o número racional fornecido pelo 
processo é + e 


4 1 
Iv2-3|<g 
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RESPOSTAS A EXERCÍCIOS 
NUMERICOS E TESTES 


CAPÍTULO! 
RR pem 
RIO gien 
2. a) 538 E 
A TERE 


DKT KT 


ICT gi 


4. a) 63 e) 72 310 

b) 132 d) 252 142 
5. a) 47217? c) 1369509 

b) 1005843” d) Pyu” 
6. a) 19n c) ‘Bon 

[A 

b) “aoxy d) Mr9h 
7. a) 381 e) 12 219 

b) 298 a) 30 333 
284 


o 


at. 


22. 


23. 


24. 
33. 


35. 


= 


3. 
45. 


46. 


S 


47. 


ba 


4 


. a) 56=1+10+45 


. a) MCDXCII c) LXXĪVDCCCXI 
b) MCMXCVII d) MEXLTICCXXxVI 
. a) 124 ©) 19 000 
b) 1748 d) 90 000 025 


€) 287 = 6 + 28 + 253 
b) 69 =3 +21 +45 


CAPÍTULO II 
a) 32 ©) irtotta 
b) 47 d) 14 
a) 625 c) 1 411 200 
b) 36 d) 19 683 
3 n 
as @+i+i) d) È ab 
isl i=l 
D) dže 
r=2 i=l 
19 p 
c) T (6+i) n 
i=l 
d 
111 e2 250 
d 


não 
(1011011034; (266)a; (132), 


a) (1332); b) 62128, e) (210012), 


. 97; 147; 1 859 


49. lo 14 2 3 4 5 6 94. à 
olo o o o 0 
silo 152 3/45 6 103: i 
Pa ea As cido alhos Aba 108. a=2ep=6oua=6ef=2 
3lo 3 6 2 B 2 #4 
alo 4 n B5 2 2 33 t11. (1) = 1, e(2) = 3,0 (3) = 4, (4) = 7,0) = 6 
5|0 53 B3 N iz %4 82 a(6) = 12,0(7) = 8, a(8) = 15, 0(9) = 13, ø(10) = 18 
38 425 
Pio Ro Sei 116. a) Abundante: 12. Deficientes: 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10€ 11. Perfeito: 6. 
50. a) b=91 b)b=8 b) Todos são deficientes. 
53. 1—b +b =1+({b- Db=((b- DD, 123. (90, 56, 106); (220, 21, 221); (140, 51, 149); (132, 85, 157) 
Dodo: 124. a) (12,5, 13)e (12, 35,37) 
55. b=2d-t;d>3 AE 
57. d 58. 234 59. b) 13 60. 8 E E E E 
61. (= 1)b" e bro mde(fu, fi) = fo = 144 
62. a) 4e 22680 b) 4e 10560 136. De fig: fis fas fis fo€ fis 
De fo: fi, fo, fa, fs, fas Fios Fiss fao 
64. 500e 180 


137. Falso, 


66. (20 e 240) ou (60 e 80) 143. f, 6, Es, fo, Ê 
+ fn fos fio fas fio 


72. c 80. 420 anos 81. 264, 528 e 792 i 
pose CAPÍTULO 
82. 1150 83. c 85. 48 e72 
172. a) q=5,r = 20 c) q =-8,r = 44 
87. a) 20 b)r5,s=0et&2 b) q=-7,r=2 
88. a) 2- 19.71 e) 311 113 173. {b = 23, r = 4) ou (b = 22, r = 18) 
b) 5-31- 131 
175. a) a = 630, b = 105 
89. i) 3?- 19 iv) 24. 3? 49º. 71º b) a = 201, b = 33 
ii) 2-19 v) 2.3.19. 61-7? 
iii) 19 176. 9994 e 1007 
PR 193, a) 4 d) 740 
90. b - Sim; não; sim. 
91. Sim; não; sim b) 204 e) 378 
92. 11e2º. 112. 295; 2. 1i e11? 29311. 29 e2? 14 c) 2 f) 9 240 


286 287 


194, 


195, 
196. 


197, 


210. 
211. 
217. 
218. 


223. 


224. 


227. 


235. 


237. 


245. 


250. 


251 
288 


a) 5 

b) 11 115 

c) 1 

d) 3. 52- 13-19. 41=2.278:575 
{6k + 1]k EZ} U {6k +5|k EZ} 
1ou7 


a) b = 63 — 9s, fs 
b) b = 4r — 20, 3fr d) b = £8, +72 
x =8, yo = 13 

x = 12, y = —25 


b=9 


+198, +297, +396, +495, +594, +693, +792, +891, +990 


a) -22 5+ 11- 131 © —109 - 113 
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f(16) = 289 = 17º; g(18) = 703 = 19-37 
h(22) = 1 541 = 23 - 67 
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a) x = —20 + 4t, y = 20 — 3t 


—10 + 3t, y = —5 + 2t 
f) x=-22-%,y=-l1 -4t 
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197 crianças e | adulto. 


6 e 10, respectivamente. 


US$180; 13 notas de US$10 e 1 (uma) de US$50. 


a) x = —15 368 + 19t; y = 5 763 — 7t 
b) (3, 100) 


9 cavalos e 71 bois. 
Respectivamente: 9 — 79t € 4 — 37i (t < 0). 
a) 8 b) infinitas 


a) (—40, 20, 4) 
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c) (38, —24, 0) 
d) (—10, 15, 0) 
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d) {6, 13, 20} b) {17} 

a) x = 52 (mod 105) 


b) x = 208 (mod 315) 
c) x = 67 (mod 70) 

d) x = 82 (mod 105) 
€) x = 268 (mod 385) 


x = 4 128 + 6 061 k (kE 2) 


295. x = 1103 (mod 2210) 
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5. Obs.: É possível que a resposta considerada por Yih-Hing tenha sido 
17, partindo do pressuposto de que o dividendo devesse ser maior que o 
divisor, em qualquer caso. 


. 539 
. 3930 


a) x=7- 1- 1434+54- 130411: 6- 110 (mod 1430) 


b) x = 26 (mod 630) 


. x = 52 (mod 360) 
«79, 80 e 81 (por exemplo) 
« p(200) = 80; p(860) = 336; ¢(1 001) = 720 


5, b) 5x = 21 (mod 14) = x; = 5’ - 21 = 7 (mod 14) 


21x = 30 (mod 25) = x, = 2" « 30 = 5 (mod 25) 
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< i) H(4) = 0, p(12) = 0, u(86) = 1, (105) = —1 e (120) = 0 


e De 7:1,2e4 


De 13: 1, 3, 4,9, 10e 12 
De 17: 1, 2, 4, 8, 9, 13, 15e 16 


Respectivamente: v, f, v, f. 


a) Médulo 17: respectivamente 4, 16 e 16. 
b) Módulo 25: respectivamente 10, 4 e 5. 
c) Módulo 15: respectivamente 2, 4e 2. 


a) x=8 -7 = 10 (mod 23) 
b) x = 4 (mod 15) 
c) x= 4 : 3 = 12 (mod 19) 
d) x = 15 (mod 17) 
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Respectivamente: (0,1111); e (0,5348),. 


+ Respectivamente: 3,515625 e (0,1110000t),. 
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410. b 
411. Respectivamente: não existem e x = y = 1. 
412. a) 7,2525horas c) 12h9 min 
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428. 1+V2 e V2, por exemplo. 
429, 3/2 e 2V2 


468. Todos têm a mesma cardinalidade de IR. 


476. i) a) crescente e) decrescente 
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ii) Todas. 
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c) Aproximadamente 38,29 km. 
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a) anteperíodo: 2; período: 1 
b) anteperíodo: 1; período: 1 
c) anteperíodo: 1; período: 6 
d) anteperíodo: 1; período: 6 
€) não tem; período: 6 

f) anteperfodo: 1; período: 18. 
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Valor absoluto (em Z), 97 


Valor absoluto (em Q), 203 
Valor absoluto (em IR), 233 


297 


